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内 容 简 介 


本 书 用 简单 的 数学 工具 和 通俗 的 语言 ， 论 述 在 实际 中 应 
司 较 广 的 几 类 随机 过 程 。 诸 如 随机 徘徊 、 分 村 过程 、 泊 松 过 
ба, ирт, итуе, Yeme, ДА 
改 积 分 和 初等 概率 论 的 读者 ， 均 可 阅读 此 书 。 

本 书 可 供 理科 ,工科 ,财经 ,师范 院 校 的 高 年 级 大 学 生 、 研 
究 生 和 教师 参考 ; 亦 可 供 有 关 的 科技 工作 者 参考 。 
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随机 过 程 论 ， 是 现代 概率 论 中 一 个 重要 课题 ， 国 内 外 已 
有 大 量 专著 及 教材 论 及 它 。 但 是 ， 在 国内 ， 使 用 较 浅 的 数学 
工具 且 适 用 面 较 广 的 随机 过 程 论 教材 很 缺 。 特 别 是 ， 既 能 作 
为 数学 系 大 学 生 选 修 课 教材 ,又 能 作为 工科 院 校 ,师范 院 校 及 
财经 院 校 有 关 研究 生 课程 使 用 的 随机 过 程 论 教 村 更 少 。 正 因 
为 如 此 ， 作 者 把 近年 来 给 工科 院 校 师范 院 校 及 财经 院 校 的 
有 有 关 研 究 生 及 进修 教师 讲授 的 “应 用 随机 过 程 引 论 ” 整 理 成 
此 书 。 凡 学 过 初等 概率 论 及 微 积分 的 读者 ， 基 本 上 可 自学 此 
书 。 

本 书 主要 和 包括， 随机 徘 短 、 分 枝 过 程 、 生 灭 过 程 、 更 新 
过 程 、 排 队 过 程 、 可 数 状态 的 马 氏 过 程 、 平 稳 过 程 及 圣 过 
程 。 本 书 只 对 上 述 诸 随 机 过 程 fE 些 简单 介绍 ， 更 深刻 的 理 
论 ， 不 可 能 涉及 ， 但 论证 却 力求 精确 。， 

赵 达 细 副 教授 对 本 书 提出 过 许多 宝贵 意见 ， 谨 此 致谢 。 

限于 作者 学 识 浅薄 ， 缺 点 错 误 在 所 难免 ， 敬 请 读者 不 
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本 书 是 在 初等 概率 论 的 基础 上 写 的 。 假 定 读者 已 学 过 初 
等 概率 论 ， 因 此 ， 对 初等 概率 论 中 一 些 基本 概念 及 术语 ， 不 
再 解释 。 例 如 ， 试验 、 事 件 、 随 机 变量 、 分 布 、 密 庶 函 数 、 
ЗА. ЖИЕН. ЖШ (БИН) 和 方差 …… 等 等 。 

我 们 使 用 的 一 些 主要 符号 ， 都 是 一 般 概 率 论 教材 中 常用 
的 。 例 如 :，P(4) 表 示 事 件 4 的 概率 ，P(A1B) 表 示 事 件 4 对 
事件 B 的 条件 概 率 ，4CB (R BDA) ЖАНАЕВ 
(或 事件 8 包含 事件 4) ，4=B8 表 示 事 件 4、B Ж, АП 
B、A4UB、4 一 8 表示 事件 4 与 B 的 交 、 并 、 差 ， 有 了 时 亦 用 
Р(А,В) 表示 Р(АПВ), BER A УВ 275 的 概率 ， 而 
用 P(A 或 B) 表示 P(AUB)， 即 表示 4 与 8 之 并 的 概率 。 车 
是 一 个 随机 变量 ， 则 用 EC(X) M Var(X) 表示 X 的 期 望 
与 方差 ，…… 等 等 。 

下 面 我 们 开始 研究 这 一 节 的 主题 一 一 随机 徘徊 。 

随机 徘徊 ， 是 一 类 直观 意义 很 强 的 重要 的 随机 过 程 。 由 
于 本 书 只 对 随机 过 程 作 些 简略 介绍 ， 所 以 本 节 对 随机 徘徊 ， 
也 只 介绍 一 些 直 线 上 的 整数 格子 点 上 的 随机 徘徊 的 基本 知 

这 类 随机 徘徊 ， 直 观 上 可 描述 如 下 ， 设 有 一 质点 在 直线 
上 的 整数 格子 点 上 运动 ， 每 隔 一 个 单位 时 间 运 动 一 次 ， 每 次 
运动 的 长 度 为 一 整数 。 若 在 时 刻 # 质点 处 于 位 置 i ， 则 在 时 
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刻 ntl, FARE ) ВЕК ра, зеро,  -  ANK30 n 和 起 
始 位 置 i ， 只 依 束 运 动 的 长 度 ; 一 i， 此 处 рә,к;>0,(&=0, 


1, 2,5), > ро,к=1% ЖУ ХАЛЫ п 该 质点 所 处 


的 位 置 ，(z? 关 0)， 则 {X， n 宇 0} 描 述 了 该 质点 的 运动 办 道 。 
通常 称 {Xa，7 之 0} 为 直线 上 整数 格子 点 {0, +1, 2, …} 上 
ШИ ЛИНИ 
根据 这 一 直观 描述 ， 很 自然 地 会 给 出 其 数学 定义 如 下 ; 
ENII. É diaonl) 为 一 串 相 互 独立 的 具有 下 列 公 、 
其 分 布 的 随机 变量 
P(£,=k)=pb, (ж >1, Е-0,:51,::2,4-) 


pe>0 > b | =1 


令 
X.,=X +Ë +Ë, + +Ë, (0221) 
X ЙА БЫНАН, Хоз ИЕ ВЕЕ, EEn 
立 ， 则 称 {Xn 720) 为 直线 上 整数 格子 点 上 的 随机 人 徘 种 。 
令 pi (n) = Р(Х, +. =j|X,=i), HEXA pi Gn) ЖЖ 
лг 而 只 依赖 J— i, k uji p i, n) Sbi. a, ЭХ 
pi, =bpi- FR pi, 为 (X, п>0} 的 转移 概率 。 
РІНЕ, FERLEAR F s EREDA 4Х,,ө2>0) 
的 转移 概率 pi, ;满足 | 
1: j=i+1 
төл) q ізі-і (1-1) 
to 人 一 让 1 
220, а>0, р+й=1, WM {Xans n>0} HM B 9] (Ber- 


。 2 。 Anpe 





тош) 随机 徘徊 。 更 特别 地 ， 若 贝 努 利 随机 HE 徊 中 的 p=4g 
=> 则 称 此 贝 努 利 随机 徘徊 为 对 称 的 贝 努 利 随 机 徘徊 或 简 


单 随机 徘徊 。 
为 什么 把 满足 (1-1) 的 随机 徘徊 称 为 贝 努 利 随机 徘徊 
Ше 因为 车 {о„, п;>0} 是 一 串 贝 努 利 试验 ， 即 on л> 
一 串 相 互 独立 的 试验 ， 每 次 试验 恰 有 两 个 结果 ， 不 妨 
说 是 “成 功 ” 和 “失败 ”。 假 定 每 次 试验 出 现 “ 成 功 ” 的 概 
Жур, MARE” KERK g=1 一 p， 令 
X,=X +Ë kË +: + ËR (1221), Ху=0 
s= Í 1 当 第 ”次 试验 出 现 “ 成 功 ? 
-і 当 第 次 试验 出 现 “ 失 败 ” 
ДХ КЕТ т 次 试验 中 成 功 多 于 失败 的 次 数 ，{ 闵 。，# 衬 0} 
就 是 一 个 贝 努 利 随机 徘徊 。 | 
设 pi, 是 直线 上 整数 格子 点 上 的 随机 徘徊 {Х„,л;>0} 
的 转移 概率 。 记 1-10,-51,-2,:-) 


1 4 i=j в 
мева [1 ОТ. 
| 0 当 1 三 7 时 
) 
үретін. 
| К (1:2) 
` рї” = > bi,i bis; Ф. 
ий 
wA 
101. 对 任意 i,iEJ， 有 
рит =) Р; "рт, (20, т>>0) (1:3) 


Kel 





Sbi, =1 (р>) (1-4) 


ўе! 

bi =b, i (020) (1-5) 

ЙЕ. В 0521220, (120, 5,161), ЖИН (1-2), 
并 应 用 有 限 重 的 正 项 级 数 可 交换 求 和 次 序 的 法 则 可 得 


рет У... > > У... У) 


?.,; 
, i El 4,161 KEI 31161 сг 


bi, bi ria Pe bei bio bi i 


-5 5-5 X > 


KEI El 1,161 1161 jm-iel 


Drs tbissia Ds sbb a ZETE ib |; 


=>; >, У) 0ге, с.Рз.у їв 


ЕСІ 41 1 1,2161 


. > ... > br; bi si Йу Ы) 


SEL 34-161 


一 (n) сщу 
ЭТИ; ?.,3 


kEI 
(n) — ` p 
р) 之 D фә ийизи" цу 
3€ f JEI #361 |і, 11 | 


=>" БӘРІ ЕРИ 


4161 442161 


У) ШТІ Pa. ий 


4161 4,161 





= > Pisti 


=1 
显然 (1-5) 对 а= 0 和 лет йг, (01-5) не К 
wE, ШЕН 
pe» =D a, ' 


i€1 


= Уур ‚5 D Е 


161 


一 >, КИЛ 


s€r 


ааа» 
==ф,,3- t 


归纳 法 完成 ， 所 以 (1.5) 对 一 切 ij € I, п>о Ж. 
定义 1.2。 设 (X,,n2>0) 是 直线 上 的 整数 格子 点 上 的 
ЖАНДЫ, 1-10, +1, 2h в, (LIED 是 其 转移 
жж, 5 
150 (1, 161) 
еф ра, з (1, 16 1) 
з= X x < x 
41161-93 ізе1-49) ЗЕЕ. 
Pisi bi sDe 1s 
(n22, JED 43) ERRES j WAARA, ж/е) 


为 {Xn, n 之 0} 的 《 自 i 出 发 经 4 步 初 达 7 ”的 转移 概 
. 5 °. 





Ж. 
由 f1 的 定义 及 条 件 概率 的 计算 可 得 
Р(Хаз13:),“,Хаза-і:Е),Хаза-) | Ха) 


= > .. > Р(Хазізгі,-“,Хтіп-ізгін-1, 
41-02 4361-17} 


X... =] | Ха!) 
一 > ... РО -Хаз-ішін-і,"?, 


(er 46.161-09) 
Хезіттіі,Хас-і)“Р(Хаап-ішін-1,Хыға-з 
шін-з,,Хтмісті. Хы) 
= > КЕ > Р(Хь+һ=]|Хж+а-1=1һ-1) 
ИЕ ҮЗ 
.Р(Ха+а-1 = 23-1, Хана-: = 4-2,0, Хака 
=i |Xs=:) 


= > ... >) bi. РР Хазп-ішін-1,Хаза-2 


48150) 167-03) 
=f n-2, t X m+i =i |Хазеі) 


一 > ... > Dis гг, #› “ере”, 


ЧЄ 4161-09 
而 上 式 左 端的 直观 的 概率 意义 正 是 ， 随 机 徘徊 4Х,., п>0) 
“ 自 上 出 发 经 ? 步 初 达 j ”的 转移 概率 。 仿 之 可 证 р = 
Р(Хь+»=]|Хь=1?), РНИ E E “Н 出 发 经 
„6. 


үн 
/ 





п 步 到 达 ) ”的 概率 。 
命题 1"2. 对 任何 п2>1, 1, 16І, 有 
(1) 9 = АИ 


(2) >}Ңу<1 


kel 


n) (k) (n-k) 
(3) b= Уру", 
k=1 
Шш. (1) 由 了 "的 定义 及 p=  G2>G,:;, 
БІ) 可 得 
f = > `" > ИЛАН Pinos 


1161-10} ip- E-i) 


> = > Posi aba аот, ТРЕ i ji 


1261-13) їа-161-(7) 


> ; `": > } Po, s Psie, Pe ji 


5161-42-46  822161—01-0 


lI 


— (n) 
=f 


(2) 从 概率 的 观点 上 看 ， (2) 式 显然 成 立 。 因 为 前 
ІҢ БҮ ЕНЕ. 
= Р(Хщ+‹Зе], s Хавса, Ха+к=]|Хь=1) 
#® 
А; (т.к) = {Xm =], Хакь-12), Хакъ =j} 
(1<k=<n) 


W A; (m,1), А;(т,2),+-, А;(т,п)& Н ЖЕ tE, 
. 7 





因此 若 令 B;(m, м) = U A;(m,k), WE 


Еті 


12P(B (m, n)|Xa=i)=P(U Asm, ЮХА) 


k=1 


=F P(A; (m, k)|Xn=i) 


DH 


(2) ЖЕ, 

(3) FEX 2 作 归 纳 法 来 证 明 (3 ) 。 当 n=1 HJ, 
ҚЫ у=] =p ЖШ (3) 对 n==1 成立。 # (3) 对 
n=k 成 立 ， 往 证 (3) 对 n=k+1 亦 成 立 。 事实 上 ， 由 命 
题 1.1 及 归纳 法 假设 有 

у” 一 Уы» ЭИ 
但 是 ， 由 定义 1:2 有 

урн, 0 


161-43) 


以 此 式 代入 前 式 并 再 一 次 应 用 归纳 法 假设 有 
ыу SD урен" 


і-і tel 
->( > bu f I) UA 
Yar 


А а 





k 
(5+1) (з) (k-sy 
一 > (н; +}, Кугу, 
8-1 


кеі 
(m) (k+1 —m) (k) 
=X (fr; Diss )+Ф:,3р;,; 
m= 2 ` 
зі 


“ны Ми, 
m= 2 
kti t 
(m) ( -т 
= Ууну" 
此 即 (3) 对 n=k+1 亦 成 立 。 命 题 证 毕 。 
定义 1.3。 ОҒ. 如 前 所 定义 ， 令 


89= >b (n=0,1,., i, jEI) 


k=0 
в, = Db Gjer) 
k=0 


5% =g (п-0,1,%%) 


* -一 


Е 一 go 


=>, (i,jET) 


n=1 


ў = m (n=0,1,.) 





ж — £ * 
f 0,0 


КИЕ НИЯ ЕЛЕ 概率 意 义 。gf” 的 概率 意义 是 ， 随 机 
徘徊 从 : 出 发 ， 到 时 刻 冯 为 止 ， 曾 在 7 逗留 过 的 总 次 数 的 平 
ВИН; аг ;的 概率 意义 是 : 随机 徘徊 从 : 出 发 ， 在 整 个 过 程 
中 ， 曾 在 7 去 留 过 的 总 次 数 的 平均 值 ，f14" 是 随机 徘徊 从 i 出 
Ж, ЕЛЕНДІ a ӨПА) КЖ, fr ,是 随机 徘徊 从 i 出 发 ， 
在 整个 过 程 中 总 要 到 达 у 的 概率 。 

命题 1.3. 对 定义 13 中 定义 的 诸 量 , 有 平 列 关系 

(1) аргу, (对 一 切 тп>0, 1,761) 
тё (өгіз) 
Е. (1) ШЕЙН 
(k) Ck) p(k) 


Коро =, G>, ісі) 
БЕБИ gi 的 定义 有 


(2) g*= 


g? G) (k) ба) 
хы! У, е5, 


БІН, `j ЕН (1) 对 一 切 2,361 成 立 ， 只 须 证 明 (1) 
对 7=0, і50 成 立 。 用 命题 1.2 (3) 有 


(п) __ (k) (k) 
8% => - Xt 0 


-5 > ІРА t) ы 





上 式 第 二 个 等 式 用 了 140, posd, ERE 三 个 等 
式 用 了 命题 1,2 (3)。 把 上 式 交 换 求 和 次 序 可 得 


1=0 kat 


л n- t 
— а) (m) 
7 > 0) з, 5 


40 m=0 


而 由 命题 1.2 (2) 有 


n= t 
Уне 
тт 0 
所 以 
п 
n t n 
gi О ата 
і-0 
(1) 证 毕 。 


(2) 由 命题 1.2 G) 有 
з= БИШ =>? б>р 
9,0 > > 
(因为 41-0) 
# LK n 从 1 到 m 求 和 后 两 边 再 加 1 得 
g “9 -5 5 р" +1 


11 





т т 
(E) (n-k) 
= 2 ы +1 
k=0 n=k 


=D fogo +1 


k=0 


= >f =-®Ю+1 (т;>1) _ (156) 


k=0 


Фт-ооф% 


со 


т 
g*=1-- lim > J ЧО gm-k) 
k= 0 


У 


> Хр (4-иМ>1) 


因此 
g*>1+g*f* | (1-7) 
这 就 证 明了 当 f*= 1 时 ”-о, ДЕШ) ]7*= 1] (2) 成 
立 。 
另 一 方面 ， 由 (1.6) 有 


т т 
1= gt 一 Df Онт gm Dye wf- 
k=0 k=0 
m 
> ə— s>; Кт-® 
k= 0 


.12. 





>g @ (1— f*) (1.8) 
上 式 中 第 一 个 不 等 式 用 到 了 g 四 тө ЙЕН, Ж 
不 等 式 用 到 了 f 0, ОЧ] п;>0) Æ (1.8) Fem 


1>g*(1—f*) 059) 
这 就 证 明 当 J*<1 pf, 8% ое, БІН (1-7). (159) 即 得 
=n . (35 f*<1Bl)) 


ЖШ уе BP, (2) 也 对 。 命 题 证 毕 。 

例 1.1。 设 (X,, n220) 是 贝 努 利 随机 徘徊 , 即 是 其 转 

PERME (1-1) ведна, BA 
5-4 шала 


са z n 为 偶数 


(1:10) 


其 中 C? 代 表 从 mm 个 元 素 中 取 丰 个 的 组 合 数 ， 对 于 任意 实数 
х, EAERI k, WEI, EX 


Cz _х(х- 1) (x—k+1) 
Сұ- k! 





Сіғі 
ТЕЙ. 271>3%5--“(2п-1)1 
--2л(2,л--1)“(2п-тп--1), (1°11) 
(此 式 可 以 对 z 作 归纳 法 来 证 明 。 当 п=1 Н, ККАН 
边 皆 为 2。 设 上 式 对 n=k 成 立 ， 则 
2%%111.3»5---.(2(6-1)-11) 
=2k[1-3.5s....(2k—1)1-2(2k-+ 1) 
-2(25-1)-(25-Е--1)“(45--2) 


413» 





=2k(2k— 1) (2k—k+2)[(2k—k+1X(4k+2)] 

=2k(2k— 1): (2k—k+2)L2(k+1)(2k+1)] 

=2(k +1) (2k +1)2k(2k—1)--(2k—k+2) 

=2(k +1) (26 +1)2k(2k—1)--[2(k+1)—(k+1)+1] 
归纳 法 完成 。) 

所 以 


Ca „216(2п—1)++(2п—т+1) 
n! 





_2"[1+3+5+++(2а—1)] 
п! 


10924-20212) 5-0) 
я! | 





=(—1)"2n C7 (n=0,1,-) (1.12) 
因此 
029 =(p4)" Cir=(—1)"(4pg)" С (n=0,1,.) 
从 而 由 29-0 (24 Е RRO 及 咎 BL (Newton) 二 项 公式 
可 得 
зерә 


я= 0 


° 14 ° 





-4 
=lim(1—4pqt) “ 
tł: . 


一 去 
(1—4р4) ° 4 pq 
‘ео 当 p=4= 7 


ENIA B {Х„, п>0)р 是 任 一 整数 格子 点 上 的 随机 


徘徊 。 = БИ #* = УЫ 如 定义 1.3 所 定义 (注意 : 


由 命题 112 有 f= >; уу = Уу, ГЄ, ПНИН 


n=1 


的 定义 有 g* -Dt = Zer) = 1(Щ 1-3, Е 


等 价 于 соо), WE {Xa пор 是 常 返 的 ， 反 之 ， 称 
IXa, n220) 是 非常 返 的 《或 者 称 之 为 滑 过 的 ) 。 

对 于 例 1.1 中 的 贝 努 利 随 机 徘徊 {Xa лсо}, БЖЖ 
返 的 充 要 条 件 为 : p=4= 2 


随机 徘徊 是 “ 常 返 的 ”的 直观 意义 是 很 明确 的 。 因 为 ， 


如 定义 1.3 后 面 所 解释 的 ，f*= SI =>") 是 《由 i 
出 发 在 整个 过 程 中 总 要 到 达 і” ЮВ, ВИЧ = 
1 时， 我 们 称 此 随机 徘徊 是 常 返 的 ， 这 是 有 道理 的 。 

下 面 我 们 研究 员 努 АВЕ НЕ {Xa л>0) 的 几 个 具 
п) 27 
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问题 甲 。 设 {X，, n 之 0} 是 贝 努 利 随机 徘徊 ， 且 对 应 的 
fla X—J 0, Ka H 2 (8 Е X =a), a 和 2 此 为 大 
于 等 于 1 的 整数 ， 令 c= “+p。 求 该 随机 徘徊 到 达 < 以 前 先 
到 达 0 的 概率 加 。 

Ж A us 为 随机 徘 御 从 7 出发， 到达 c 以 前 ЖЗА 0 
的 概率 ， 即 是 

存在 一 个 п>0, 使 Xin=0 
wa ее) 
但 Хас, HH п+т> >т 
0<2/<<с 
由 定义 立即 得 边界 条 件 
Z =1 Uc=0 
Ш 1<)<с-1 时 ， 车 注意 Xn=Xs tE te tEn, (т 
>0), (X,, 8, ёз, +} 相互 独立 可 得 
т+:Ж=1, НЕ “и220, E X,+==0 | 
ІҢ Xec, I-H пі m>k>m | " i) 
2 убтта--1, B##Ə—4n20, #EX,:==0 
+P ( | 
但 Xec, А--Шп--то>іо>п 


“=P( 


Xn=i ) 
бак: =1, HFE — nl, 使 Kn+m 二 0 А 
= P( |х«-і) 
АНХь-сс, -Віп--то>іО>т--1 
Enti =- 1, 且 存 在 一 个 n>1， ЕХ „+= 0 
+P( ` | 
АНХ,-сс, XF—JIn+m>k>m-+1 
Х.-і) 
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存在 一 个 n>1, Ж Хазаһ--0 | 


=Р( | Ете 1, 
ҢХ,--с, Яў—1]п+т>Ё>т-+1 
Хі). РОХ) 
#21, ШХазас0 | 
+P( | Emti = — 1, 


{&Х»#ес, XF—H]nTm>k>m-+1: 
Хь) PE =la) 
存在 一 个 n 之 0， 使 Xut+mt1 二 0 | 
=Р( Xm =f 
BXi¥c, 9—0) n+i+m>k>m+1 | 
+1, Xn=i )+ 
存在 一 个 x 之 0， Ж X,+m+í = 0 | 
+P( 
JX, с, IH n+1+m>EF2>m-+1: 


Хат 


і-1, Ха.-)Да 
存在 一 个 t>0 Е Х,а: =0 | 
7 (ылы, Ж--Ша1%т>і>т1 kusa 
-1)Ф 
存在 一 个 n 之 0， 使 Xn+mti =0 | 
+Р( | Xn+1 = 


19 Х.с, п +1 торот +1. 
і-1)ч 
шефиҙзі 443-і (1575с-1) (1:14) 
总 之 ， 我 们 得 到 差分 方程 组 
.17. 





u;j=bu;+i 074-1 1<j<c-—1 
I (1:15) 
uo=1 Uec=0 


上 面 我 们 经 过 详细 的 推导 得 到 方程 组 (1*14) ， 其 实 ， 从 概 
率 的 直观 意义 上 看 ， 很 容易 得 到 (1-14) 。 因 为 当 1<jsc 
一 1 时 ， 一 个 质点 从 了 7 出 发 ,在 到 达 c 以 前 先 到 达 0， 可 以 
考虑 它 第 一 次 运动 后 的 两 种 可 能 :， (1) 以 概率 p 向 右 移 一 
步 而 达 1-1, (2) 以 概率 4 向 左 移 一 步 而 达 1-1. E 
% (1) 种 情况 下 ， 到 达 c 以 前 到 达 0 的 (条件) 概率 为 
uj+1， 而 在 第 (2) 种 情况 下 ， 到 达 c 以 前 先 到 达 0 的 (条 
件 ) 概率 为 xy -:， 再 用 全 概率 公式 立即 得 到 方程 组 (1'14)。 

下 面 我 们 来 解 差 分 方程 组 (1:15). HF bp+a=1, BF 
以 w= 二 pu; 十 9uy， 以 此 代入 (1,15) 并 移 项 可 得 知 (1:15) 
等 价 于 

р 9007 03-1) =з из) (1<7<с-1) 

( 


< r=a/b, dj =U; из (0<7/<c—1) 则 (1.15) 又 
等 价 于 : 
人 (1<;<c—1) 


(1.15)! 


но = 1 u = 0 


(1+15)” 


Uo =} lc 一 0 


H (1+15)” f$: di=rido, W 


с-і 


и)-и-ш- СУ (ur-ur) 


k= J 
с-і с-1 
= > даш > rido 
к-) k= $ 


- 18 ~ 


Y 





(ITT q, (0<j<c-1, т%1) 
=4 177 (1-16) 


(са ра, (0<;j<c-1, r=1) 
在 (1.16) 中 取 j=0 得 


(A rq, ( 当 ты) 











1=йв=+ 1-7 (1-17) 
Ledo ОҢ +1) 
Ж 
ETY оңуза) 
1 一 
a=] (1°18) 
1 ( 当 +=1) 
以 (1:18) RA (1-16) 得 
(ШЕН өіке-і, тае) 
u= 4 . (1-19) 
L € (о</<с-1, r=1) 


显然 ， 当 j=c 时， 由 zxe=0 MU (1:49) 式 对 j=c 亦 成 
立 ， 总 之 





( 
=] . (1:20) 





с 
特别 地 
(ӨС? (ащ гар) 
меме) С^, (1:21) 
(UD 
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类 似 地 ， 我 们 可 以 问 ， 问 题 甲 中 的 随机 徘徊 ， 到 达 0 以 
前 先 到 达 c 的 概率 p。 等 于 多 少 ?是否 还 须要 重复 上 面 的 挫 导 
007 当然 读者 作为 练习 ， 不 妨 试 坛 。 但 实际 上 不 须 重 复 了 。 
设想 张 三 与 李 四 两 人 做 游戏 ， 张 三 开始 拥有 a 个 筹码 ， 
FUARA р T, 2221, b>1, a+tb=c, EK 游戏 ， 张 三 获 
胜 的 概率 为 ， 李 四 获胜 ( 即 张 三 失 败 ) 的 概率 为 4，0 < 
?<1，9 十 4 二 1， 谁 获胜 一 次 ， 则 从 对 Л 索取 一 个 筹码 。 这 
样 解释 以 后 ， 则 上 面 引进 的 +=4/p 即 是 张 三 的 失败 与 获胜 
WERE, u 即 是 已 知 张 三 拥 有 ji 个 筹码 的 条 件 下 最 终 全 
部 输 给 李 四 的 概率 。 若 令 ?= р/а | 
存在 一 个 n>0， 储 Xn+n=c е 
v = P( |) 0< 
ІН Х.-0, Ж—ЪШхлх+т>Ё>т' ` 5 
1<с | ` 
则 ?是 李 四 的 失败 与 获胜 的 概率 比 ，”; 是 已 知 李 四 拥 有 < 一 
1 个 筹码 的 条 件 下 最 终 全 部 输 给 张 三 的 概率 。 因 此 在 (1.20) 


的 右 方 用 了 = Rr, M c 一 j 代 j 即 得 vs， 亦 即 


(00-60 
v= 1 -GY 


| 2 (027, r=1) 





(0<;=<c, т#1) 





(07, т-1) 
= j (1.22) 
Pi (0</<c, r=1) 
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= (1-23) 


ala 
— 
ч 
| 
ы- 
М.У 


Ж (1:20) 和 (1:22) 看 出 
u;+v;=1 (0<;/;=<c) (1.24) 

总 之 ， 我 们 得 到 下 述 定 理 

定理 1.1。 设 {Xa п>0р 是 一 个 如 问题 甲 中 所 定义 的 
随机 徘徊 ， 则 此 随机 徘徊 迟早 要 接触 边界 ( 它 由 0 和 < 两 点 
构成 ) 的 概率 恒 为 1。 

Ж. (1-24) 式 就 是 此 定理 的 证 明 。 

ЖІ. Ж {Xs，n 之 0} 是 任何 一 个 贝 努 J Bü ИН, 
(EE p, a 为 何 值 ) ， 该 随机 徘徊 永远 在 一 个 有 界 区 间 内 
徘徊 的 概率 为 0 。 

Ж, (А) AB p lq 无 一 为 0。 由 定理 1*1 得 知 ， Ж 
a,b, (a+b=c) 为 什么 正 整数 ， 当 随 机 徘 徊 从 a 出 发 ， 
它 迟 早 到 接触 边界 〈 它 由 0 和 с 两 点 构成 ) 的 概率 恒 为 1 。 
也 就 是 永远 在 《0 ，c ) НАННЕ 000, нта ЯЬ 的 
任意 性 知 此 随机 徘徊 永远 在 任 一 有 界 区 间 内 ЙЕ 租 的 概率 为 
0。 ， 

CB) 9 #0, ДВЕ ИН, 61—05: ЛЕА тар 
移 一 个 长 度 为 1 WER, 3458, ЕИ Ж 
区 间 内 徘徊 的 概率 为 0.。 

CC) 设 9=0， 风 此 随机 徘徊 ， 每 徘 久 一 К, BEMA 
移 一 个 长 度 为 1 的 距离 ， 当 然 ， ТШ EEA t 
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区 间 内 徘徊 的 概率 为 0。 系 1 证 毕 。 
问题 乙 〈 击 中 概率 ) 

ВЕ {Xa n220) 是 任意 一 个 贝 努 利 随 机 徘徊 ， 设 初始 
状态 X。=4 之 1。 问 此 随机 徘徊 述 早 要 处 于 位 置 0 的 概率 是 
多 少 ? 

首先 我 们 分 析 一 下 问题 乙 与 问题 甲 的 异同 。 在 问题 四 
中 ， 假 设 了 尹 和 9 无 一 为 0 ， 而 且 考虑 另 一 边界 点 c ， 所 求 
的 是 达 с 以 前 先 达 0 的 概率 ， 而 今 把 “ 达 < 以 前 ”这 一 条 件 
去 掉 了 。 

X: pMa 无 一 为 0 的 假定 是 不 足 道 的 。 因 为 当 p = 0 
时 ， 问 题 乙 中 所 求 之 概率 显然 为 1 ， 而 当 а=0 时 ， 此 概率 
显然 为 0 。 

所 以 ， 我 们 讨论 问题 乙 时 ， 仍 设 乡 和 а 无 一 为 0 {ЭХ 
一 假设 下 ， 在 问题 甲 中 ， 我 们 曾经 算出 过 ， 由 j 出 发 ， 在 到 
ж c 以 前 到 达 0 的 概率 为 

(OE (0<i<c, кз) 

u = ` . (1:20) 
T Oie r=1) 
其 实 这 里 的 us 是 依赖 c 的 ， 严 格 地 应 写 xy 为 zj(c)。 当 上 
> сені 

lim z; (c) 
就 是 随机 徘徊 从 7 出 发 迟早 要 处 于 位 置 0 的 概率 。 在 (1.20) 
中 令 c > co 取 极限 ， 得 
ша“? (04), r==1) 








ri (]]>0, r<1) : 
=Í (1-25) 
1 (;2>0, 7 之 1) 
特别 地 ， 从 & 出发， 迟早 要 处 于 位 置 0 的 概率 为 
re (ү<1) 
lim | (1-26) 
с-з» 1 (7 之 1) 
注意 ғ-4/ (1:26) ҚОЯ 


(4/94 `4 а<р 
m набс)= { (1:27) 
езе 1 当 q>p 


从 问题 乙 的 解答 ， 我 们 可 以 推出 下 列 

定理 1.2。” 设 (X,, п>} 是 任意 一 个 贝 ІЗДЕ 
徊 ，X,=k， 上 为 任意 一 个 整数 ， 则 此 随机 徘徊 迟早 要 处 于 
位 置 k-a (a 为 任 一 正 整 数 ) 的 概率 为 (aL)*( 当 <p 
时 ) ， 为 1 (м а>) 。 类 似 地 ， 此 随机 E 咎 迟早 要 处 于 
位 置 kta 的 概率 为 (二 ) C рса 时 ) ， 为 1 Gh ра 
时 ) 。 

定理 1"3。 设 (Х,, 0220) E # П 3 利 随 机 和 
箱 ， 即 是 满足 = = 六 的 贝 努 利 随 机 徘徊 。 则 无 论 此 随机 乔 
彻 从 何 处 出 发 ， 它 处 于 任 一 整数 i 上 无 穷 多 次 的 概率 为 1 。 

注意 ， 在 定义 1.4 中 曾 引进 过 随 视 徘徊 的 “ 常 返 性 ”的 


оо 


概念 。 所 谓 随机 徘徊 {Xn п>0 ЖЫ, ЖЕ" = У) 


ne 


ж 


KSDI N= LRSM, = ipi = Ур = оо, 
п=0 


n=i n= 0 
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而 在 例 1*1 中 又 证 明 过 ; 对 任何 贝 努 利 随机 徘徊 而 言 ， 它 是 
常 返 的 充 要 条 件 是 它 对 称 ， 即 =4= 子 。 定 理 13， 正 好 说 
明 常 返 性 的 直观 概率 意义 。 

现在 我 们 来 证 明定 理 1.3. 只 给 出 一 个 直观 的 ' 证 明 。 
记 训 了 i 为 《由 二 出 发 随机 徘徊 迟早 要 到 达 у ”这 一 事件 ， 
i 了 jj 为 “由 二 出 发 随机 徘徊 述 早 要 最 少 到 达 j 两 次 ” 
这 一 事件 ，…。 由 定理 1"2，i 人 j 的 概率 为 1，i Лу 2 
i 的 概率 也 为 1 ，…， 一 般 地 ，i 人 7 了 人 j… 人 了 ji (从 i 出 
发 随机 人 徙 徊 迟早 要 最 少 到 达 in 次 ) 的 概率 也 是 1 。…， 所 以 
无 论 随 机 徘徊 从 何 处 出 发 ， 它 处 于 i 上 无 穷 多 次 的 概率 为 
1. 


习 题 

1*1。 设 (Хатор 是 一 个 贝 努 利 随机 徘徊 ,X。,=0。 
试 求 : 

(а) Р(Хь„;>0, п=1,2,3,4); 

(b) Р(Х,<0, п--1,2,3,4); 

(с) Р(Х,-е0, п=1,2,3,4); 

(d) Р(Х,<2, п=1,2,3,4), 

(е) Р(|Х,|<2, п=1,2,3,4). | 

1#2. Ü {Xn,n 之 0} 是 直线 上 整数 格子 点 上 任何 一 个 
ВЕЛЕ, Е. 对 任何 正 整数 ” ЖНЖ o, 11,27» іп, 
Intis 有 

(а) P(Xn+i=inti| Xn—=in, ++, Xi 一 11 Хо) 

= Р(Х, =: | Xu 一 To)3 | 

(b) Р(Хь+ї==ї»+а, Ха-а==1а-а‹|Х„=1„) 
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=P(Xns1=in+:|Xa=in)P(Xn-1=in-1|Xn= in) 
1:3. B {Х,, п>0Һ 是 直线 上 的 一 个 贝 2 利 随机 徘 

M, Х„=0, $ 
ga=f =P(X,=—1, Хы%-1, 0<Е<ніХо=0) 


(а) G(s)= > ens WEDER 


G(s)=gs+psG?(s) 
从 而 


1 
— -一 232 
с(з)= 105 52202-2 ун 


Фе һ„=]?=Р(Х„=1,‚ Хк е1, 0<kt<n| X. =0), ЕНЕ 


- 1—(1—4pgs +)? 
(b) но) y |= 2 ( и) 
14. Ü {Х„,л;>=0} 是 直线 上 整数 格子 点 上 任 一 随机 
ДИШ„ < 
Emn = g (n +m) 一 & (m) (m>0, 1 之 0) 
其 中 g ‘之 定义 如 定义 1'3， 试 说 明 ет 的 概率 意义 ， 并 
证 明 
eom 之 Emm， (对 一 切 т;>0, n>0) 
15. 设 {Х,, mn 之 0} 是 直线 上 整数 格子 点 上 任 一 随机 
徘徊 。 令 
I=10, +1, +2, =} 
pi = P(Xnim=i| Xn=i), is PEI, п,т>>0 
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Із-е4із 020} 
Із-4і: FE n>, tE 60020) 
Ir =í4i:i=ií+- Tiny lis ... ¿a € І%, 
т>0, Шт-08%і, 14+ іл 理解 为 0} 
16.( 续 习题 1.5) Æ {Х,, n>0) 是 非常 返 的 随机 
徘徊 ， 令 ду, НДА. ЗВ ҖЕ, АЙЕ 

(a) С» (%]—1]]Є1) 
(b) д0 у=} ,=0 Оң J€ I—I*) 


GER: HRALI: е9) 
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2 分 枝 过 程 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 介绍 一 类 在 原子 分 裂 中 具有 重要 
意义 的 男 一 类 随机 过 程 一 一 分 枝 过 程 。 首 先 我 们 介绍 研究 分 
枝 过 程 所 需要 的 一 个 重要 工具 一 一 矩 母 函数 。 

Е 2:1. B ao，a:，4:,… 是 一 串 实 数 ， 若 级 数 

A(s)=a +aist tas? +. 
ERDEKE — s < Саар, ШК 4(s) 是 序列 {аһ} 的 
ЖЕНЕ Ж 

特别 地 ， 若 民 是 一 个 随机 变量 ， 工 所 可 能 取 的 值 为 0 ， 

1 ,2 ,…， 对 应 的 ЖЖ pa = P(X=0), p= P(X=1), 


bI.= P(X=2),--, @ р„;>0, (п220), Уур, ==1。 故 级 数 


Р(5) =ро+раѕ:+р.52+--- 
Ж/РЖ —1<s<1 上 收敛 。 称 PC) 为 分 布 р.) ВНЕ 
4%, РСЕ) НИХ ИЕ ЕЕ Ж. 
02-1. Жа„=1, (n220),MJ (ash HERFRA) 


-1 
= 1, (sl<1), 
92-2. 设 


[Сх п==0,1,:,№ 
@ я-М-1, М+2, 





其 中 C* 为 NN 个 元 索 中 取 寻 个 组 合 数 ， 则 (аһ) КЕНЕ 
为 A(s)=(1+5)*, (]5|<Ссо),„ 
例 2.3。 设 X 是 一 个 服从 泊 松 (Poisson) 分 布 的 随机 变 
量 ， 即 是 
1 


Р(Х-ау-ез! (п-0, 1, 2,.…) 


其 中 420 ЖИЙ, MX REREAD 
Р) узе ет о-ө (14) 
®Ш2-1. 设 X 是 一 个 只 取 值 非 负 整数 的 随机 变量 ， 

ps=P(X=n), (п2>0), {ра} 是 其 分 布 ， P(s)= уры" 


基 开 的 拖 母 函数 ， 令 
gs= P(X22n) = р, +: tbar: += (n>0) 


ОС) = Лаз" (РО), ОО) 至 少 在 |s|<1 收 





юш — | О. 
(1) оо)-ІЗ Өс) 5000 ой» 
(2) E(X)= 2; np,= Уа а `(2-%) 


ЖНЖ ЕЖЕ, WE . 
Е(Х)=Р'(1)=0(1) L (2.3) 
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‚аме 


这 里 及 今后 ，E(X) 表示 和 的 期 望 〈 均 值 ) ， 
P'()=limPp'(s), P'(s) Æ PC) 的 寻 数 ， 


Q(1) =limQ(s) 


(3) #E(X:)= > npa, HH 


ЕСХ?) = Р"(1) + Р/(1)=20'(1) +Q(1) (2,4) 
从 而 
Var(X)=P”(1)+ P”'(1)— (P”/(1)): 
=20'(1)+0(1)-0°(1) (2.5) 
Var(X) 表示 X 的 方差 。 
Ж. (1) 因为 


Qa=bs+i Fnr К 


= Уур: У): 
j=0 


k= 0 


-1 – Уј; 

5-0 . 

ñ | 
0()= Saas" 


n=0 


在 |s|<1 内 是 绝对 收敛 的 ， 所 以 交换 级 数 的 求 和 符号 的 次 
序 可 得 
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00) Bas = 5 (1 ра) 


-> 5 5) bis" 


4=9 n= j) 


о om oo 
=X s Ууру Ў" 
п-0 j> 0 n= 0 


(Zr) (5-5) 


‘n=0 


t (1—P(s)) (Is|<1) 


‹2) E(X)= упр, = упр» 
n=0 п= 1 


(3) # 


- 30 -. 


5 E(X2)= Sin? Pa LOs 则 


n=0 





E(X:)= Ут ы = X npa 
1-1 


л-0 


=>; n(n—1) pa + Sinp, 
n=1 


1-1 


= і > a(n- 1)pas”-? 


+ lim >) пра "Сі 
stl ci 


=Р°(1)+Р/(1) 
20'(1)+0(1) 


=22 kq + У) 4, 
k= 0 k=0 


= У) (+1)g,= У) (2k +1) 5 Pa 


k= 0 пакъ 
oo 1-1 


= У) У\(26+1)р, 


n=] k=0 


S (2k+1)=n? (n>1) 


(2-6) 


(2+7> 





ШІН (2-6) 和 (2-7) 可 得 
20'(1) +20(1) 


= У) n’ p. =E(X:) 
=P”(1)+ P' (1) 
亦 即 〈3 ) 获 证 。 
FERMA n 告 与 纳 法 来 证 明 (2.8)。 当 n=1 ІМ, 
(2-8) 左边 = 工 =(2.8) 右边 。 
设 (2-8) 对 пет 成 立 ， 则 当 a=m+1 时 


(2.8) 左边 = 之 ) 24-1) 


=(2m+1)+ >) (2k+1) 

=(2m+1)+mš:=(m+1)2 

==(2-8)4Ш 
妇 纳 法 完成 。 命 题 2.1 证 毕 。 

定理 2.1. 设 和 和 了 皆 为 取 非 负 整 数 的 相互 独立 的 随机 
变量 ， 其 分 布 分 别 为 {ps}、{qs}， 其 矩 母 函 数 分 别 为 f(s) 
和 205), BDJE 
P(X=n)=b, Р(Ү=п)=д, (m20) 


i= Dp" (8) = lass (ігі) 


n=0 


则 Х+Ү 亦 为 取 非 负 整数 的 随机 变量 且 其 矩 母 函 数 为 
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h(s)= D P(X +Y =n)s"=f(s)g(s) (15154) (29) 


证 。 ZP+ n)s” 


п=@ 


-> Pr k, Y=n—k)s" 


= 5) SS P(X =k)st P(Y =n-k)s" =t 


n0 


= 2 2 bastqa- asa" -+ 


k=0 пер 
со со 

= þes! >! qms” 
k=0 m= 0 


=f(s)e(s) (1s|]|<1) 
从 定理 2.1， 很 容易 推广 到 较 一 般 的 场合 : 
系 。 若 Xi,…，X, 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 它 们 都 取 非 
负 整 数值 ， 民 的 矩 母 函数 为 fils), ізі,", n M X, + 
… 十 基 。 评 为 取 非 负 整 数 的 随机 数量 ， 且 其 矩 母 函数 为 
Ра). С): б) 
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下 面 我 们 研究 更 一 般 的 问题 ， 即 研究 所 谓 “随机 多 个 ~ 
相互 独 就 的 随机 变量 之 和 的 抵 母 函数 。 

定理 2.2。 设 N，X,，X,，,… 皆 为 取 非 负 整 数 的 随机 变 
量 ， 它 们 之 间 相 互 独立 ，X,，X,… 具 有 共同 的 分 布 ， 从 而 
具有 共同 的 矩 母 函数 IC), BF NESH ВОЮ g), E 
x 
和 ;十 X 十 … 十 Xw 24N>0 


-| 


10 . 当 N=0 (2-10) 
则 X R — ЧЕЛ КЕЛ Ы, ХНА 31 A 
h(s)=zg[f(s)]) (Із) (2:11) 
证 。 令 ' 
ajy=P(Xn=7) J)=0,1,2," 1: 


g; = Р(№ == 3) 1 一 0 1,2，…… 
Пу = P(X=1) 1 一 0,1,2，…… 
则 | 


hi=P(X=7)=P(N=0, Хе) + у, P(N=n, Х=ј) 


n=l 


=P(N=0, X=j)+ S P(N=n)P(X,+-- + Х„=]) 


n=l 


=P(N=0, Х=ј) + D ga P(X t Хај) 


n=l 
所 以 
k(s)= ууй? 
2-9 
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= P(N=0,X=0) + 


n=1 


DgnPOXIt X,=0) 


+E PW=0, х=) + EeP FX, 


j=1| 2-і 
| = | 
=, P(N=0)+ D ga P(X 1 = 0)": 
A n=1 1 


+ У) Уј Р(Х, +: 6, = ј) 57 


32-1 n=1 


-( Ха) 


+ н ](3)%—Р(Х,++Х„=0)] 


= вва) 了 go[f(s)n 一 03] 


=D ]8ь1(5)*=&(](5)) 


定理 2.3.( 连 续 性 定理 ) RAA n Kiida шз, 
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cn，… 都 是 一 个 概率 分 布 ， 即 是 


ar,a >0, Yarn=1 (20, n>0) 
А.С) 和 A(s) 分 别 为 140»"» ате? 和 {aoai} 
WERA, {a0,01,} 是 一 串 非 负 有 界 1 的 实数 ， 则 


limax, =a, (k>0) (2:12) 
的 充 要 条 件 是 
lm A,(s)= As) (0<s<1) (2:13) 


证 。 必 要 性 。 设 (2:12) 成 立 ， 则 对 每 一 个 固定 的 “E 
(0, 1) 和 任何 固定 的 es 之 0， 总 可 找到 一 个 *， 俩 


ян 
|A,(s)— 465) 


т оз 
<> lar,n—ar|st+ У, [аваа Se 


ке 0 К=т+1 


< 5 sk 


 k=r+1 


<>] lasa- arlst+2e (2-15» 


к=0 


在 (2.15) 中 令 n>oo， 并 注意 (2-12) 得 
limsup| An(s)—A(s)| <2e (0<s<1) (2-16). 
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Ж e>0 且 可 任意 小 得 知 〈2*13) ЖУ. 
充分 性 。 设 (2*13) ЖУ. ІН {losos Ciyoy 02,4,7")Һ 
40051» Gi, зуу}, 100,2» G1929 22,4,“Һ … 是 一 
串 有 界 实 数 序列 ， 用 熟知 的 “对 角 线 ” 方法， 一定 可 以 找到 
一 串 序 列 
dar, ss Ё20}, Хав, зау Ё2>0},+", 


使 
Mar, jyn=i: (k2>0) | (2-17) 
Ki 
йїпаь,„=аь (Е->0) I (2:18) 


不 成 立 ， 则 存在 | 
lm ак,н„=аї (k>0) 


limar, =a" (20) 


其 中 {af , k20) 与 datt, k20) 不 全 同 。 利 用 必要 性 的 
推理 方法 可 得 ， 


lim A..(s)= > уа s* (0<:<10 


k= 0 


lim А„„(з)==у;уау*з* (0<s<1) 
"Зе k= 0 
这 与 
limA,(s)=A(s) (0<5<1) 
: 予 盾 。 定理 2:3 获 证 。 
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下 面 我 们 正式 引进 分 枝 过 程 的 概念 。 

(一 ) 物理 模型 。 设 有 一 个 反应 堆 ， 最 初 有 ? 个 质点 。 
由 于 质点 之 间 的 相互 碰撞 或 其 它 射线 的 族 击 ， 每 隔 一 个 单位 
时 间 ， 一 个 质点 可 分 裂 成 个 质点 (==0,1,2,…)， 其 对 应 


的 概率 为 bz，(〈 加 之 0， 5-1), RÆ: 


(1) 这 些 质点 的 分 裂 情 况 是 相互 独立 的 ， 具 有 共同 分 
布 ， 即 每 一 质点 分 异 出 章 新 质点 数 是 一 个 随机 变量 ， 这 些 随 
机 变量 相互 独立 且 具 有 共同 分 布 ， 

(2) 质点 的 分 裂 情况 与 “年龄” 无关。 如 果 用 5&4 代 
ЖЕ п 存在 的 第 1 个 质点 在 下 一 时 刻 〈 第 n+ 1 时 刻 ) 分 
裂 出 的 新 质点 数 ,再 令 Х.Қ ЖА?А z 该 反应 堆 中 的 质点 数 ， 
则 有 


我 们 说 {Х„, n>0) 是 一 个 分 枝 过 程 。 

(二 ) 数学 定义 。 从 上 面 的 物理 模型 ， 不 难 给 出 分 枝 过 
程 的 数学 定义 如 下 、 

定义 2.2。 设 45000, ісі, п;>1} 是 一 族 相 互 独立 的 
其 有 公共 分 布 的 取 非 负 整 数 的 Bü 机 变量 ， 令 其 公共 分 布 为 
{pgs >20}, 了 办 一 了 (二 入) =k), k>0, 1221, n=l, р> 


æ 


0, Dtr=1。 令 J(s)= J pers" 为 {рь} (或 ЁК? WE 


k= 0 
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ЖЕР, Ж 


X =n 


no ха 
X, = У) 59 = >;š 7 


іші іі 


Хи : 
X. i= SIE (020) 
i=l 


WEK {Xas n>0} 是 一 个 初始 状态 为 no 的 以 з) ЖБ 
ВЕРА ВОЈ ЧЕ о 

ЖН 2-4, 设 {Х„, п;>0} 是 一 个 初 始 状态 为 no 的 以 
1(s) 为 本 原 矩 母 函 数 的 分 枝 过 程 ， 令 fa(s) 为 X, HERR 
Ж, Иа-Е(Х,), ol= Var(X,), W 

(1) f(s)=f(s)"" 

(2) furi(s)=fn(f(s)) (220) 

(3) в =пор, Ж и=}/'(1) 

(4) a= noun (n>1) 

(5) 01 =по0°, Ж о? = (1) + 7 (1) (77 (1))° 


[л 06 "(| n 1) 
6) =) 一 ет. Ч ws1 


поло? ЭЩ и-1 
ШЕ. (1) 由 定理 2-1 的 系 立 即 得 (1 ) 。 
(2) 注意 X，5 Ы, EL), e BEAR Б, Ёр, 
АВ ЗЕГЕ] ЯН KA f(s), Xn HAER fan (5), + 
ҢІ ЕН 2257 НИЯ (2) 
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(3 ) 由 随机 变量 之 和 的 期 望 等 于 谱 随 机 变量 的 期 望 的 
和 可 得 
и =Е(Х,) => EEP) 
再 用 (2-3) 式 可 得 
EEEF) 
(з) 得 证 。 
(4 ) (2) Ж (23) 式 可 得 ， 
mR ODODO) 
ар) (f(D) 
н) not (n>1) (2-18) 


(5) 由 独立 随机 变量 之 和 的 方差 等 于 诸 随 机 变量 的 方 
жож, АЖ (2.5) RE 


оа уақ) Уа: (ё) ) 
-тоУаг(Е 2) 
=n (f CD)+f G) (10029 (2:19) 
(6) 由 命题 ?2.1 中 (2+5) ЖЖ 


On? =Var(Xa) =f) +F- F) (2,20) 
但 是 由 定理 2.2 有 
f,(s)=[f.,- í(f(s))]” 
=f a GCE CDEC СЫ 
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所 以 
FDS Faa DOG ADEE) a-a C) (2°21) 


== Л 
Же 


«=п‹(о?—и+ и?) (2.22) 
则 由 (2218) Ж 
Р (1) =, РООУто:-и- ш (2,23) 


(221) 化 为 
fi(1)=f% Gut (0 — utu? nou"! 
=}, (1)? + eu" (n2) (2:24) 
反复 利用 (2:24) 递 推 得 : 
БОО-Р.. 0и ар" 


=(%-:(1)и°+е@н*-*)н? ац"? 


lI 


fa-2(1)u?*? +ар" +a": 


Сите 90 асрап рант 


+и"-1) (2.25) 
ВНАН (2:18), (2°23), (2°25) 得 


0.2 = Маг(Х,) =. (1) 7,01) (fs(1))? 


=f” (1) "аби?" 十 pa2n-4 十 十 pa-i) 
+ пор" пар?" 
= (по(по– 1)? +а)и?"-° 
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十 w(CU2a-3 十 12a2-4 十 十 Ar) 
+лон"—тон?" | 
=no(no— 1)?" +alp? "3 +p?" -3 +e 1) 
Hno” — nik?” 
= по(и" – pn) Fan "3 6 Hu) 
(2:26) 
"б 31 BR, H (2-26) 得 
On? = по(и" 2") аи" = +u") 
=n (u"— u?" ) п (02 ри?) ICE 十 十 十 


+") 
_ n (1—д)(и*—н?")+(о°—ин--и°%)ил-1(1—и")1 
(1-ш) 
_ noo pII) moG2UnCU 1) 
1-ш ии 


当 p=1 М, Н (2:26) 得 
Олһ?==ла=тп*по(О?%—и-+ и?) 
= Tn o° 
至 此 ， 定 理 2.4 证 毕 。 
上 面 我 们 研究 了 分 枝 过 程 的 期 望 与 方差 的 计算 。 下 面 我 
们 研究 分 枝 过 程 的 “ 绝 灭 ” 概率。 
定义 2.3， 设 {Xn n20) 是 一 个 分 枝 过 程 ， 称 
op=limP(X,=0) (2.27) 


为 {Xans п;>0} 的 绝 灭 概率 。 
注意 ， 由 分 枝 过 程 的 定义 得 知 
{Х„=0}С{Х„+,=0} 
所 以 P(X,=0) XT n ñ S ЧЕ 降 ， 因 此 (2-27) A2 
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极限 存在 ， 显 然 此 极限 о E0, 11, 
定理 2.5。 设 {Xn п>0р 是 一 个 初始 状态 为 1 的 以 


С) = У раз" 为 本 原 矩 母 函 数 的 分 枝 过 程 ， 设 = G) 


л=0 


一 limf'(s)= 之 ， 促 。，6 为 该 分 枝 过 程 的 绝 灭 概率 ， 则 
(1) p=f(o); 
(2) 当 и<1, pi <1 83, # 0=1; 
(3) 当 Sudi Ы, o JE s=f(s) 在 [0，1) 内 的 
唯一 解 。 | 
证 .首先 注意 ， 若 令 fal) ХХ» МЕНЕ KA, НР 
该 分 枝 过 程 的 初始 状态 为 1， 所 以 f1(s)=f(s)。 
(1) 由 定理 2:.4 (2) 有 
ааз) =. (С) = СР.) (2.28) 
再 用 2 的 定义 得 知 
o=lim Р(Х „== 0) = Ша),(0) 


=limf(f,-1(0)) 
=f(limi,-,(0)) 


= [(о) 
(2) (А) 先 设 и<1, р„+р,<1„ WH 


© 


Сз) = > траз"с! 


тті 
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在 区 间 [0, 1) 内 严格 单调 上 升 。 但 是 
не (1)= ша/ (s) 


所 以 
>f’ (s) (85610, 10%) (2,29) 
ZE о<1, WFE с6(о, 1), Í 
KONO Қо) 21—01 . (2-30) 
H (2.29) ЯП (2:30) 得 知 
>f’ (c)=1 
这 与 假设 аі 矛盾 ， 所 以 o=1, 
(В) ЖЕНЕ и<1, р.<1, фор: =1, ДІ 
100) = фе, f(O = СКО) = (ро) = ро рафо" 
+200) = #0 (0)) =ро+рор: 十 … рар" 





_ 1— 1—11 
=Po” Tp 
所 以 

c=limP(X,=0)= limf,(0) 
。 1-фі" 

=] . 
ampo b. 

= Pn a 

=+ 1 





(3) 设 >> MBH рор. <1, ИУ (5026 
10, 1) 内 严格 单调 上 升 。 如 果 我 们 能 证 
存在 0<1, 使 f(s)<s， ОҢ sE(b，1)),，(2.31) 
MJ sE, 1)=>]>](5);>}(](5))+С>]({»()) 
令 syb 得 
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> ЕГОР fr+1(b) 
所 以 
o=limf.(0)<limsupfa(b) 


<ь<1 | 

ІП (1) 中 已 证 p=f(p)， 这 就 证 明了 P 是 s=f(s) 在 50， 
1) 内 的 一 个 解 。 | 

再 证 6 是 s=f(s) 在 [0, 1) 内 的 叭 一 解 。 

Fio 1086 5705) 在 [0，1) 内 的 任意 两 个 解 。 不 
DE 0,1,1, ЖАЙЛИН u EC ta), (іі, 
1), 使 | | 

Бау Ә-Ә 1 


2—11 12—11 








A E ега 

斯 以 

f'Gui)=f'(u,) (2°32) 
而 今 uu: ]'(5) Æ L0, 1) 内 严格 单调 上 升 ，u1 € [0 
1), и,Є[0, 1), ВЖ (2:32) 是 不 可 能 成 立 的 。 这 就 证 明 
Т s=f(s) 在 [0，1) 内 不 可 能 有 两 个 不 同 的 解 。 

最 后 我 们 补 证 (2:31), Ж 

limf’(s)=k>1 
天 以 存在 b<1, 使 F >L 但 是 当 s€ (b, 1) R$, 必 
存在 c， 使 1>c>s>b, H 


ҚӘ-КӘ pe) > O> 


这 就 证 明了 (2*31) 。 定 理 证 毕 。 
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在 定理 2.5 中 ， 我 们 研究 了 初始 状态 为 工 的 分 枝 过 程 的 
绝 灭 概率 的 求法 。 对 于 一 般 的 初始 状态 为 wo 的 分 枝 过程 ， 其 
绝 灭 概率 如 何 求 ? 在 正式 回答 这 一 个 问题 以 前 ， 我 们 先 分 析 - 
一 下 定理 2.5 的 概率 直观 意义 及 分 析 意 义 。 

先 说 概率 直观 意义 。 定 理 2.5 的 (2) 说 ; 当 ра Н 
pt <1 BF, 0=1, р <1 的 概率 意义 是 一 个 质点 ， 下 一 时 刻 
分 裂 出 的 质 点 的 个 数 不 恒 为 1， 此 条 件 当然 是 o=1 [0% 
要 条 件 。 如 果 ,二 1， 那 么 开始 是 一 个 质点 ， 以 后 永远 是 一 
个 质点 ， 当 然 此 分 枝 过 程 的 绝 灭 概率 vo 二 0。 再 看 条 件 4<1。 
这 个 条 件 ， 粗 栈 看 来 ， 也 是 必要 的 、 因 为 由 定理 2.4 (4) 可 
ҢІ Е(Х.Ә-илти”, (Е. MÆ wo=1)。 当 к>, 


lim E(X,)=limun= оо (2°33) 


"+оо 


这 意思 是 说 ， 当 p>1 B, УВЕ ИО 3003 48 Be 
着 时 间 的 推移 而 向 co 趋 ， 在 这 种 情况 下 ， 分 棱 过 程 的 绝 灭 概 . 
Ж p 当然 不 大 可 能 为 1 。 而 定理 2*5 的 (3)， 正 好 证 明了 к< 
1 是 p=1 的 必要 条 件 。 定 理 2.5(2) 又 证 明了 “p<1 ip, 
<1” 是 p=1 的 充分 条 件 。 总 之 “ps<1 Н 加 <17 是 p= 
1 的 充分 必要 条 件 。 

其 次 ， 我 们 谈 谈 定理 2.5 的 分 析 意 义 。 定 理 2.5， 我 们 是 
作为 分 梳 过 程 的 绝 灭 概率 而 提出 来 的 一 个 定理 。 其实， 完全 
可 以 撤 开 概率 论 ， 撤 开 分 枝 过 程 来 研究 定理 2.5 中 的 问题 ， 
这 就 是 下 面 的 | 

定理 2-6。 设 加 ，b: ，… 是 一 个 非 负 实数 序列 ， 


> Фа==1, f(s)= У) bas" 是 {ра} 的 年 БЕ 函数 ， 令 u= 
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1’(1)=limf’(s)=2) npa, W 


fi(s)=f(s) | (2:34) 
fa+ai(s)=f(fi(s)) (n21) 
广 意 ， 这 样 定义 的 ҺО) 显然 满足 
}а+1(5)=]}((з)) (т>1) (2:35) 
fatı (0)=/f,(7(0))2f,(0) (n2:1) (2:36) 


0 =lim fa(0) (2.37) 


(ЕЖ. 由 (2:36) Я (2:37) 右 端 之 极限 必 存 在 且 落 于 区 
18] [0, 1), ) W 

(1) о- Қо»; 

(2) 3 #<1 H p:<1 Бі, Ж 0=1; 

(3) өси>і BF, oÆ s=f(s) fE [O, 1) 内 的 
iE 

证 。 在 定理 2.5 中 ， 把 (X,, п>0р ЖЕ, 00 可 逐 字 逐 
句 地 把 定理 2.5 的 证 明 搬 来 作为 定理 2.6 的 证 明 。 

定理 2.7。 W {Xas п;>0} 是 一 个 初始 状态 为 no 的 以 


1(s)= Spas" 为 本 原 矩 母 函 数 的 分 梳 过 程 ， 设 =)= 


їтїў'(в)= 了 npr， 万 为 该 分 核 过 程 的 绝 灭 概率 ， 再 令 


f(s)=f(s) 
]в+1(5)=](]„(5))=]„(](5)) 
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p=lim fa(0) (由 定理 2.6 有 o= fo)) 
则 


p =p" 
(注意 o 在 定理 2.6 中 已 算出 ) 。 


E, & ROSP) (10) 


为 X, 的 矩 母 函数 ， 由 绝 灭 概率 的 定义 有 
о =limj,(0) (2-38) 


但 是 ， 由 定理 2.4《 注 意 此 处 的 了 相当 于 定理 2.4 中 的 如) 有 
А(в)=](5)' 
1һ+‹(в)=]»(7(5))=]»-,4(}(7(з))) 

=fs.-i(f,.(s))=-=f (fa(s)) (2.39) 

所 以 由 (2:38) ЯП (2:39) 有 


о =limf,(0)=1mf,(f,(0)) 
=]: (limf,(0))=J: (e) 


=f(o)""=p"° 

我 们 在 定理 2-7 中 找 出 了 初始 状态 为 mo 的 分 枝 过程 的 绝 
灭 概率 。 我 们 用 的 是 纯 分 析 的 严格 的 形式 逻辑 的 方法 ， 这 种 
严格 的 形式 逻辑 的 方法 ， 对 数学 研究 来 说 是 重要 的 。 但 能 否 
从 概率 的 直观 ， 从 定 理 2.5， 猜 出 定理 2.7 的 结果 呢 ? 我 们 
说 ， 可 以 。 由 于 在 分 枝 过 程 的 模型 ， 假 定 了 各 质点 的 分 裂 是 
相互 独立 的 ， 且 与 该 质点 的 “年 龄 ”无 关 。 所 以 ， 一 个 初始 
状态 为 mr 的 分 枝 过程 可 以 看 作 m。 个 相互 独立 的 初始 状态 为 1 
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的 分 枝 过 程 ， 而 一 个 初始 状态 为 fs 的 分 枝 过 程 绝 灭 又 可 以 看 
作 no 个 初始 状态 为 1 的 分 枝 过 程 通通 绝 灭 ， 它 们 每 -TEK 
的 概率 为 op ，xo 个 独立 事件 同时 发 生 的 概率 等 于 这 no 个 事件 
每 一 个 发 生 的 概率 的 乘积 ， 所 以 一 个 初始 状态 为 n。 的 分 校 过 
程 的 绝 灭 概率 p 一 0""， 其 中 о 是 一 个 初始 状 态 为 1 的 分 枝 
过 程 的 绝 灭 概率 。 这 种 概 来 直观 ， 有 时 对 数学 研究 也 是 非常 
重要 的 。 


习 题 
21. 设 X 是 一 个 取 非 负 整 数 的 随机 ЛЕ В, P(s)= 


D, P(X=n)s" ЖХ АҚ, ЗАЖтХ + КЕЕ И, 


пз 0 


Жр тй ЕЕ, 
22. ВХ МЕЕ ИИО ИЛЛЕ, р. = РОХ 


п), (1220), Р(х) = 2 раз" {ра} (或 者 说 X) ИН} 


ЮЖ, AR РУЗЕ ЕН Ж. 

(а) (P(X<n), n20); 

(2) (P(X<mn), n>0}; 

(c) {Р(Х;>п), n20)]; 

(4) (P(X2>n+1), п2>0}; 

(е) {Р(Х =2п); п;>0} 

23. Ж Eo Е, ДЮ, Шох 
жалауы, ХАНМЕН ТЕН. ДЇЎ, ЖШ, 
出 现 “ 成 功 ” 的 概率 为 bp， 出 现 “ 失 败 ” 的 概率 为 a，0 < 
р<1, Р+а=1, Фи, п КЮ E, Е, HEI 
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“成 功 ” 的 总 次 数 为 偶数 的 概率 ， 试 证 下 列 递 推 公式 ， 
йв+=фип-1+0(1—из-14) (0202) 

由 此 算出 {un т>0) 的 矩 母 函数 ， 进 而 求 出 4 的 精确 表达 
式 。 

2.4.( 续 习题 2.3) Ж E,，E:,… 是 一 串 贝 努 利 试验 ， 
从 第 一 次 试验 开始 到 首先 出 现 “失败 ” 那 次 试验 为 止 ， 构 成 
第 一 个 “回合 ”， 于 是 再 开始 第 二 个 “回合 ” ，…。 令 S* 是 
前 面 7 个 回合 中 “成 功 ” 出 现 的 总 次 数 ，S, 是 一 个 取 非 负 束 
数 的 随机 变量 。 试 求 5; 的 矩 母 函 数 及 其 概率 分 布 。 

25. W {X。，n 之 0} 是 一 个 初始 状态 为 no 的 以 f(s)= 
工人 为 本 原 矩 母 函 数 的 分 枝 过 程 ， 其 中 0р0, p+4= 


1 。 试 求 其 绝 灭 概率 o 及 E(X,) ЖУ, .(Х,), 

2-6. Ë {Xn n220) 是 一 个 初始 状态 为 1 的 以 1(s) 为 
ЖИЙ ЛЕ ЖЕЙ ЛУЫН, д Сп) т [7 5021, ой 
REKER 5 {Yn по} 是 一 个 初始 状态 为 1 的 以 

=t - - 
s(s)=-—[fGG о)+р)—р] 


УЖЕ КІ, POR 灭 概率 及 EY) 和 
Var(Y,), 
2:7. 设 {Xn，7% 之 )} 蚌 一 个 初始 状态 为 no 的 以 1(s) 为 
本 原 矩 母 阴 数 的 分 枝 过 程 ， 试 证 ， 对 任何 非 负 整数 1 j, 
k REREN, A 
P(X,. =k, Х,-і-/|Ха-і) 
=Р(Хь+=К|Х»„=1)Р(Х„-,=]|Х„=1) 
上 式 的 概率 意义 是 ， 若 把 时 刻 = 视 为 现在 ， 则 “知道 现在 以 
后 ， 过 去 和 将 来 是 独立 的 ” o 
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$3 泪 松 过 程 


泊 松 过 程 是 一 类 直观 意义 很 强 的 过 程 ， 而 且 对 它 的 论述 
方法 有 多 种 模型 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 用 “具有 平稳 独立 增 量 
和 单 跳跃 的 非 负 整 值 过 程 ” 来 讲述 它 。 

考虑 一 个 来 到 某 一 “服务 机 构 ” 要 求 服务 的 “顾客 流 "。 
些 处 “服务 机 构 ” 和 “顾客 流 ” 都 是 抽象 的 可 以 有 不 同 含义 
的 ， 例 如 ， 来 到 某 一 电话 交换 台 的 电话 呼唤 ， 交 换 台 就 是 服 
务 机 构 ， 所 有 的 呼唤 依 先后 次 序 构成 一 个 顾客 流 ， 再 如 来 到 
某 轮船 码头 要 求 装 印 货 物 的 轮船 ， 码 头 就 是 服务 机 构 ， 依 次 
来 到 的 轮船 就 构成 一 个 顾客 流 ， 又 如 送 到 某 一 修理 厂 装修 的 
机 器 ， 修 理 厂 就 是 服务 机 构 ， 而 依次 送 去 的 机 器 就 构成 一 个 
顾客 流 。 

我 们 暂 不 研究 一 般 的 顾客 流 ， 仅 研究 一 种 最 简单 的 顾客 
流 ， 它 将 产生 本 节 要 研究 的 泊 松 过 程 。 

X ,为 在 时 间 区 间 [0,+) 中 来 到 某 一 服务 机 构 的 顾客 的 
ЖЖ, і>0. ӘЖ АХ, ,it 之 0} 是 一 族 随 机 变 景 。 对 1X,,t 之 
0}， 我 们 作 如 下 假设 : 

(1) #918: Хо--0; 

(2) FARE: MEWE s20, h>0, Хі-Х, 
与 Xia 一 Xsrz 有 相同 的 分 布 ， 亦 即 

Р(Х,—Х»„=К)=Р(Х,+ь—Хә+ь==һ) (k2>0) 

(3) 独立 增 量 ， 即 是 对 任何 正 整数 上 ， 任 何 非 负 实数 
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051205115 ST tiny 有 
Xs Xass Xii,» o Xi Xin- 
HEM 
(4) арык. BD 


УЗРО IX I =b) 
1 


lim 
а-а, 


=0 (k>ü) 





(5) 随机 性 ， 即 是 0<Р(Х,».-Х,-0)<1, (2 Вр 
EMAER ААР) АЛГА ЭНЕКЕ 0 又 非 1) 及 


SPX X =k)=1, (1,020), 

ХЕ 03-1. # (X, 120) WELE 五 个 条 件 ， 则 称 之 
为 最 简单 流 ， 或 者 称 之 为 泊 松 过 程 。 

为 什么 称 满足 上 述 五 个 条 件 的 (X, 120 为 泊 松 过 
程 呢 ? 因为 有 下 面 的 

定理 3"1， 车 {X,,1 之 0} 为 泊 松 过 程 ， 则 存在 一 个 1>0， 
使 


P(Xarı—~Xa=k)= P(X =k)=e-7t ао 


(3.1) 
(Е--0,1,2,:-, 220, 120) 我 们 称 4 为 泊 松 过 程 (X,, 
120) 的 强度 。 
证 ， 由 {X,，1 之 0} 的 零 初 值 及 平稳 增 量 ， 必 有 
P(Xita— X =k)=P(X,=k) (а>0, 2>0,і--0,1,:-) 


令 
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оь) = Р(Х.) (і>0,і-0,1,2,-) 
(1) 首先 证 明 存 在 一 个 420, 使 
vo(t)=e-*: (220) (3.2) 


事实 上 ， 把 区 间 СО, 1) JEn 等 分 : 
O0=t <t <+: <t I =1 


tt G=120) (3 


则 由 (Xó 120) 具有 独立 平稳 增 量 可 得 


(1) = Р(Х,=0)=Р (а (X. -Xi ...=0t) 
人 


= [[РСХ,,-Х, ат” 


ізі 


a : 
=[[&(—-:.) 
іші О 


=» (4) Бо С (3-4) 
所 以 ， 车 令 vo(1) =9， 则 有 | 
"(е 
r (3-4) 可 以 证 明 ， | И | 
„() ((2)) е (оа) 68:9) 
# + 是 任意 一 个 加 定 的 正 数 ， 总 可 到 k-k), W 
253. 





iLi < (3:6) 


n 
显然 ， 出 零 初 值 ， 平 稳 增 量 及 随机 性 有 
“人 > 一 中 с{Х,,=0}” 


所 以 va (i) 是 上 的 单调 非 升 函数 ， 从 而 由 (3-5) 和 (3-6) 
可 知 


(уу) (3.7) 





ІН (3-6) 得 知 : поо} >т, ЕС. EGT 


т 
中 令 n >co 即 得 
vo(t)=0+ (1>0) 
而 由 条 件 ( 5 ) 随机 性 及 条 件 〈( 2 ) 平稳 增 量 性 有 
0<P(X1+s ~ Хъ=0) = Р(Х, =0) 
=y ()<1 (#200) 


更 有 

0<20-а% (1)<1 
所 以 ， 存 在 一 个 正 数 1， 使 
| 6=e-: 
从 而 


volt)=0:=e- 


(2) 再 证 对 任何 正 数 上， 任何 正 整 数 上 ， 有 有 
n (= DE 
Го, йт 4) 


0 一 te< ii< < int 
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H.= [) (X, X i Sl} 


i=l 


н.-() {Х,,—Х,,_ > 
i=l 


WE SGA A EJERE, ВН. ОН, ВЦ 
v | (1)= Р(Х, =k) 
=P((X., =k n H.)+PG(X,=kinH,) (3:8) 
若 考 虑 X, 是 [0，1) 内 来 到 的 顾客 数 ， 则 
{Х,= nH, 
表示 
CO, ti) 111,1:0» ` [ta-i ta) 
这 个 区 间 中 恰 有 上 个 区 间 其 中 每 个 区 间 各 来 到 一 个 顾客 ， 
而 其 余 n 一 k 个 区 间 无 顾客 来 到 。 所 以 
Р({Х, =k} NH: ) = С (v: (0)) (оо (8))"-* (3:9) 
其 中 C1 表示 n 个 元 素 中 取 上 上 个 的 组 合 数 。 由 于 
n— co RJ ë— 0 
ПВ. vo(!1)=e-*!，( 对 一 切 1220) ， 所 以 ， 
(v (8)) ^8 есіп) es ltelka 
=e-11(1+0(1)) (34 n—oo) (3,10) 
ВВАК 


(1605099) 
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=(1—е-** —0(8))у* 
=(48)*(1+0(1)) 
= (M1)* 


nF 
以 (3-10) 、 (3-11) RA (3.9) 得 
Р({Х,=}ПН,) 


(1++0(1)) (n>) (3411) 





=C pe- (DY (уы 





2! А k 一 ... -- 
= ры n(n— 1)е+(л E+ Loa) 


ne 
(п->со) 
在 上 式 中 令 n->co 即 得 
PUX A NH) етн бӘ* (3.12) 
而 


POX = n H,)<P(H,) 
<> PX, — X, ,>1) 
ісі 
=пР(Х,,-Х,,21) 


=n2 7 P(X: ~X., =k) 


k= 2 
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n 
ELAP en>, FAMAREN 
 P(IX,=kynH,)=0 (3.13) 
H (3:12), (3:13) 得 


Р(Х,=&у=е-+-СӘ" (zt>0,k=1,2:-::) 


(2) Ж, 总结 СІЗ (2) 有 
Р(Х, e EDE (#1>0,&=0,1,2-+) 


而 当 t=0, К--0,1,2,-8, (3-1) 显然 成 立 。 总 之 (3.1) 
成 立 。 定 理 证 毕 。 

下 面 我 们 将 研究 一 类 较 泊 松 过 程 更 为 普遍 的 过 程 一 一 非 
平稳 GEFA) 泊 松 过 程 。 
”定义 3.2。 洁 {XX1,i 之 0} 仅 满足 定义 3-1 前 的 零 初 值 性 、 
独立 增 量 、 单 跳跃 、 随 机 性 (平稳 增 量 性 不 一 定 成 立 ) ЛІ 
称 {X:，t 之 0} 是 非 平 稳 泊 松 过 程 。 

定理 3.2。 Ж {Xe t20) 是 非 平 稳 泊 松 过 程 ， 且 满足 
lmP(X: a =k)=P(Xi=k) É | 





hm. IT РСА 0) LAG) (1220) (3.14) 


FE, ЖАС) [0,so) 上 的 非 负 可 积 函 数 ， 则 X, ИОН 

母 函 数 为 

| P =en (|z|<1) (3%15) 
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其 中 
"(т)= о) (3-16) 


注意 : MAX АЈНА (3:15), ЖШ X, Нуур 
Р(Ха-ЮӘее-" өле! Со>0, Е-0,1,) (3-17) 


特别 地 ， 当 ЛСГ) 4220 FPF, 0] тС) = Аг, M m IFRA 
松 过 程 化 为 泊 松 过 程 。 因 此 ，“ 非 平稳 泊 松 过 程 ” 从 逻辑 上 . 
看 不 完全 恰当 ， 而 称 之 为 “来 必 有 平稳 泊 松 过 程 ” 较 恰当 。 
但 这 种 称呼 法 已 党 用 成 习 Я, МО ЗЕРНА 
程 ” 这 一 和 名称 。 

我 们 称 4() 为 {Xt 之 0} 的 强度 函数 。 这 是 因为 由 单 跳 . 
EE: (3:14) 有 


=]; ї1—Р(Х;,+»-Х,=0) 
A(t) lim р 





= im? ае) (3-18) 
所 以 ， 当 />0 且 很 小 时 ， 有 
А(@)һ=Р(Х,+»—Х,=1) 
亦 即 4(1)h 近 似 地 等 于 [i ,i 十 有 内 恰 来 一 个 顾客 的 概率 。 
下 面 我 们 用 矩 母 了 通 数 的 方法 来 证 明定 理 3.2。 注 意 : 对 
任意 取 非 负 整 值 的 随机 变量 了 而 言 ， 其 矩 母 函 数 为 


ХІР(Ү-Юге-Е(27) (3:19) 
而 今天 :与 和 + 一 以 相互 独立 (1:>0, hO, 又 因为 相互 
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独立 的 随机 变量 之 和 的 矩 母 函数 等 于 各 自 的 年 母 函数 的 乘 
积 ， 记 以 了 ,+: 的 矩 母 函数 为 : 


Wirn(z)= Е(^*) E(zXt+h-Xt)5) 
=W ,(2)Е (2*t+h-7Xt) (3,20) 


也 以 
(т скл) W ,(z)) 


= U «6-14 E(zXt+h-2:)—1) 
1 
=p аа) PX sn X,=0)-1) 


++(P(X. X =1)z) 


+15) Р(Х Ха) ' (3:21) 


k= 2 


得 是 ， 由 单 跳跃 性 有 


lim +> P(X,. —X:=k)z*=0 (121<1) 
А-1 


(3-22) 
ін (3-18) Я 
lim L P(X. aX =1)z=A(r)z (3-23) 


im (Р(Хоз-Ха-0)-0--40а) (3-24) 


ШЕМ; % 
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р (3-22), (3°23), (3°24) RA (3:21) 得 
lim F(E (2) 


het 
= x) а а-1), (1210) (3-25) 
仿 之 可 证 GEElimP(X, =k)=P(X,=k)) 
Ша Жб 2-2), ар, (2-1) (}|<ї) 
(3:26) 





总 之 
pA) (zl) (1z| <1) (3-27) 


显然 ， 下 列 初始 条 件 成 立 
Bs)= PPX =k)z+=1 (а) (3-28) 


由 (3-27). (3:28) ， 解 微分 方程 式 
[2:9 09-00006) 


wo(z)=1 
得 | 
log y (== с-да 
BJ 
т 1(2) = ет00-0 
定理 证 毕 。 


定义 3.3。 车 {X,，+ 之 0} 注 足 定义 3.1 前 的 条 件 ( 1 )、 
2), (3), (5), (MÆ # Вейс), WI 


. 60. 


at 





кет STAY 


(X, 120) 是 广义 泊 松 过 程 。 
定理 3.3。 设 {Xe >E X 当 松 过 程 ， 而 且 满 足 

HmP(X:a=k)=P(X:=k) K 
lim P(Xirn—Xi=k|Xirr X,2Z1)= br (3.29) 


h> 0 + 


(1>0, k=1,2,--), HP 各 >0， 加 =1， 则 存在 正 
Ол, ， 使 天 ,的 矩 母 函 数 及 特征 函数 分 别 为 

р (0) EG =en |z|<1 

$x) = E (енн) венно wE(—o00,00) 


(3.30) 
其 中 

(#@©-У pez* (|z|<1) 

| (3:31) 

\ фби)= У) prett (-со<и<о) 


k= 1 


分 别 为 分 布 列 {ps} PERE ДЕБЕ ЕК АМЕР. | 
注意 : Ж 力 ; 一 1， фь-0, ( 当 k 寺 1 时 ) , 则 p(u)= 
cei， 从 而 已 ,的 特征 函数 为 0 


py (u)= еМ" 
= У) ез С олн (3,32) 
k=0 
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ій, BY 
РОХ 0) е ОО". (3:33) 


PMAN p.=1 时， 广义 油 松 过 程 化 为 泊 松 过 程 。 
现在 我 们 来 证 明定 理 3.3。 令 


PDS PSSE) (1411) 
HX Ж ЕЩ 241220, h0, MXK — X E 
独立 ， ЯХ, = Х.н (Хь Хо) ВААР, (2) 36 
TA ЕА 3 (Х,а Х,) MEREKA ІЗЕТ, ШЕ 


Y +02) == W ,(2z)E(z i, i", ) 


ааба = Dn 


k= 0 


=u (z) SPX =k) 
| = {(:2)фФ,(х) (|[z|<1) (3,34) 
PA T 
lim 





Фазһ(2)- g (z) 
h 


А601 (JaK) (3-35) 


= gr (z) lim 
h—+ 0 + 
{5 (3-34) ， 当 120, h>0, t—h2>0 В), Ж 


р.(23-Ф.-һ(а)Фа(2) (l|z|<1) (3-36) 
- 62 = 
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从 而 
gr (z)— WV-n(z) 
h 


lim > 
h—> 0 + 
= lim ROLAN 1 (3.37) 
һ-0% 
但 是 
Ша Р(Х,-һ=) = Р(Х, =) (12>0,6=0,1,..) 
е 0 + 
所 以 
lim y -nz) = (22 (121<1) (3-38) 
LI (3,38) RA (3-37) 得 
lim Ш (2) — Ш :-һ(2) 
h> 0 + h 


= (2) im РАСА) 《lzl<1) (3-39) 
h> 0 + 


由 (3-35. (3-39) 得 
A lm TL (арса) (3-40) 


但 是 当 h>0 时 
PAE 1p(Xs =0)—1] 


+аРОХа>1) >) г®Р(Хьк=®Ё|Хь;>1) 


(3.41) 
# (3.2) 可 证 
Р(Х,=0)=е-* (1>0) 
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(注意 ; 在 (3.2) 的 证 明 中 只 用 到 零 初 值 、 独 立 平稳 
增 量 及 随机 性 ， 而 未 用 到 单 跳跃 性 。) 


lim 1(1—P(X =0)) 
= lm (1—e-**)=—4 (3-42) 
而 由 (3-29) 有 


lim Уу z#P(X,=k|X,21) 


й+к, ү 


се 


== шп > ЖР(Хаз,-Ха-Е|Хь>1) 


h>0+ үшү 


= zp. (lzl<D ` (3:43) 
以 (3342). (3-43) 代入 (3:41) 得 


im aG) a(S аврат) (1211) (8-4) 


і-0- кті 


PL (3.44) 代入 (3.40) 得 


2р. (2) (У) гер,-1) (1гІ<1) (3-45) 


k=1 


В ЖЭИЕ Өр. Q)=1, MAR k yr (3-45) 得 
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y ,(г)=«*!\,21Р##*—1) [2|<1 
池上 式 两 边 在 | zol =1 上 收敛 ， ІН, 用 阿 贝尔 (Abel) 第 
二 定理 有 


ОС 








=m СС n 2) —1) 


人 一 oo 


-etl È nz! –1) 
Br 1 


m (ya EPD (|с) (3-46) 
特别 地 ， 在 上 式 中 取 z=ei* 得 
px, (шу-Е(е Ха ) 
=E((ei*)*:) 
= g (ei) 
Ж È prette) 


mert ODD (oluo) 
定理 证 毕 。 | 

定义 3"4， 设 (X,,120) 是 一 个 强度 为 4 的 浪 松 过 
Ж, {Ee п-1,2--) 是 一 串 相 互 独立 的 具有 公共 分 布 的 随 
机 变量 ， 有 生生。} 与 {X,} 亦 相互 独立 ， 令 


х, 
Y =>; Ё, (2220) (3.47) 


Hal 
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称 {了 ,，1 之 0} 为 复合 泊 松 过 程 。 | 

定理 3.4， Уа, >20 E (3-47) Фа ЯАВ 
松 过 程 ， 则 

(1) (Y, 120) 具有 独立 增 量 ; 

(2) {Ү,, 1220} 具有 平稳 增 量 ， 


(3) #4 ф(и)= Е(е'"®зуд& £, 的 特征 函数 , 则 了 , 的 
和 尾 征 函数 为 


Фү, (и) = Ele” Y) = APD (3-48) 
(4) #E(|£, |2)<co, Mi 
Е(Ү,)= MtE(2,) (3-49) 
(5) ЖЕ(18,17)<<бф, MH 
Var(Y ,)= itE(E’) (3.50) 


ШЕ. (1) ТЕҢ 05<14<11<42 «оо, 往 证 Yea- Yr Eh 
Ya Y HEA. PEE, EREA, x A 
P((Yu— Yu) «х, (Ү,—Ү,)<х›) 
= DD Р(Хатіз, Xasis Xu=is, 


0<í si /<1 <o 
(Yi Yn) х.» (У. У.) <x) 
= X> P(Zssio Xasis Xosi 


0 <igaijaiz <o > 


ü % 
Хо» У Һа) 
т=у+ 1 п=ї +1 


= У) Р(Х:,= lo Xe Хеу 1, ву 


019,66. 
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X~ Каү= з-у >; Ёл» *< 


s E, <=.) 


n=i +1 


= 2  Р(Ха-і, 和 -Xi 


05104 si 


s En<x1 ) . Р(Х.- X. = 15—11, 


了 一 上 0 十 1 


iz " 


=>, > > P(Xu=is, Хһ=13, 


i2=0 буто ¿=O 


Xs . 
> ров): Р(Х4-Х-і-і,, 
тех, ti 
f; 
> к<) 
пет +1 
ос $; Хы 
= У) D р(х.=і,, >) 8а.) 
435—0 і,-9 т-д 
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. (ха-Ха-і-і, У) Ea <ra) 


w ю 1 
= У) > Р(Ха-і, > E, <.) 
41=0 ізі, m= Xs t1 
і; 
. Р(ха-Ха-і-і, 5 Ea <) 
n=il+1 
о Xi, 
=>, Р(Ха-із, > &„<х) 
41-0 m=X: +1 
~ із 
Ы > Р(Ха-Ха-із-і., У) 68) 
tamt, R= +1 
(3%51» 
但 是 
© із. 
> Р(Хха-Ха-і-із, >; En <x,), 
74 | I | кылы 


ізңі) 1509 


一 > >) Р(Х, =}, Х,-Хаысз1,--1,, 


s E, <) 


nat1+1 





=> ХРОқ-), Xu= i, i, +i) 
іші) j= 0 сы 


isi +J 


(хы) 


n=j+1 


= У > Р(х, =}, Хи= і-ї +}, 


it 249 


Xi, 
У) <.) 
n= Xi +1 
© | | X, 
`= > Р(Х-Хаұ-і,-4, > š, <ra) 
ізі n= X, +1 
X, 
= Р(Х,—Х>в, `` Ea <ra) 
= 
"=X, +1 
X,, 
=7( У) E<) 
n=X, +1 
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= Р((Үз,— їЇп,)<х») (3:52) 
以 (3.52) 代入 (3.51) 得 
Р((У,-Ү%)0<х., (7: Y) <x) 


= У) Р(Х: =, (Ү,—Үш)<х,) 


“Р((Ү,-ҮҺ4)<х.) 
-Р((Ү4-УАО<ЖАОР((Ү,-Ү,)<ха) 
(1) XKE. 
(2)》 和 (3) 。 为 证 (2) 和 (3) ， 只 须 证 明 对 任 
Ж 125720, Ү,-Ү, WEAR 
Е(е TnT?) er (ш) -1) (3.53) 
EWEA 为 随机 变量 n 关于 事件 4 的 条 件 期 望 ， 则 有 


E(e TTY) 


= У) Е(е 79 |X,—X,=k)P(X,—X,=k) 


-5 VORTAR ANTE :=k) 
-5 н(е ZEE- 


= ~ іші -ats -s> [AL 一 3)] 
> [下 (ee 人 二 EC PT 
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=>; g(u)te-4 -9 (Ж%-421% 


k= 0 k! 
= ek (4-69 (ршу-1) 
(2) Ж (3) RE. 
(4) ж (5). НРУ, ЕАМ 
Фу, (и)= е бр (u) -1) 

T ф(и) 是 5 的 特征 函数 ， НЕ([#,12)<ео, 所 以 .g(a) 
在 DO 点 有 二 阶 导 数 ， 从 而 oy (u) FORKON FA, й 
Е(|У,!')<о (参看 [2] 第 二 章 定理 5:2), H 


o= Доу), 


=-( ЕРКЕ (0 Ato’ у 
= (este іе” (0) 


= EE i= МЕСЕ) 
Vai(VY,)=E(Y;)—E(Y ,)2 


= — (e~it erie (u) 


[Ctp (и))? + А ф"(и)1)-о 
(А Е(Е,))2 
= ~- (tg (0))2— 41ф"(0) – (АЕ(6,))* 
© = (MECE, )) + MECI) (МЕСЕ, ))? 
= MECE?) 
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X: 

注意 : 在 复合 泊 松 过 程 {7,= 2,66 1220} P, WR 
Ё,=1, (п-1,2-), W Y,=X,, (1220), 这 时 复合 
WEN (Y. 120) 变 为 泊 松 过 程 (Ха, 1220) 

BL 3.I。 考 虑 河床 上 的 石头 被 水 流 冲击 而 发 生 的 移动 。 
假设 在 河床 上 的 一 块 石头 在 时 刻 ri <r <e 受到 水 流 的 冲 
击 ， 一 般 说 7, 骨 为 随机 变量 ， 这 里 tr, 是 石头 被 第 次 冲击 的 
时 刻 ，7 = 二 1,2,…。 设 在 时 刻 т, 石头 被 冲击 而 产生 的 位 移 是 
Ens MUJ (Ë, п;>®1} 可 近似 地 视 为 一 早 相 互 独立 的 具有 公共 
分 布 的 随机 变量 。 如 果 再 假定 在 [0, г) 时 间 区 间 内 石头 被 
冲击 的 次 数 为 了 ,， 且 {Xe 1220} 构成 一 个 强度 为 4 的 泊 
松 过 程 ， 从 而 在 (0,4) 内 石头 被 冲击 天 次 的 概率 


P(X =b RDE (=0,1,2,) 





则 在 2 时 石头 因 受 水 流 冲 击 而 发 生 的 总 位 移 为 


Xs 
Ү,= У, (#220) 

车 {Xt} 与 {éa} 独立 ， 则 (Y. 120) 就 是 一 个 复合 泊 
松 过 程 。 

例 3.2。 对 保险 公司 准备 支付 的 保险 总 金额 的 储备 。 设 
某 人 寿 保险 公司 的 保险 单 持 有 者 在 时 刻 т.т, ЕС, НОВ 
0<ri<rs*<…，zn 是 随机 变量 ， 在 时 刻 z, 死亡 的 保险 单 持 
有 者 其 家 属 有 索取 保险 金 5 的 权利 。 设 (FE, 是 相互 独立 的 
具有 公共 分 布 的 随机 变量 ， 再 设 在 0, 1) 内 死亡 的 个 数 为 
Xi, АХ, t20) 是 一 个 强度 为 4 的 泊 松 过 程 ， 则 该 保险 公 
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司 在 O, í) 内 准备 支付 的 总 保险 金额 为 
Ха 
Үй-СУ4А (120) 
Yeo 120, 就 是 一 个 复合 泊 松 过 程 。 
习 ш | 
3:1, ЭНЖЕ Е Gia Ж. RPEN ЗЕ (8 
的 随机 变量 了 是 无 记忆 的 ， 如 果 对 任意 正 数 x у 有 
Р(Т>х+у|Т;>х)=Р(Т;>у) 
WE: 取 非 负 实 值 的 随机 变量 了 是 无 记忆 的 充分 必要 条 
件 是 工 服 从 负 指 数 分 布 ， 即 是 
еге“ Х>0 
Р(Т>х)= {| Q 
其 中 4 HER ` 
(提示; 先 证 定义 在 Г0, оо) 上 的 非 负 非 升 的 非 恒 0 
的 实 值 函 数 f(x)， 若 满足 РС) = р(х) (у), 220, у> 
0， 则 存在 и>0, 使 Р(х) етк) 
3,2。 考 虚 例 3,2 中 所 定义 的 复合 泊 松 过 各 


Ха 
(Y,= Dé #2>0}, 


假定 1-5, 2,17 1000209] 2000 元 之 间 的 均匀 分 布 ， 即 
是 5, 的 分 布 密度 函数 为 
1 
p(x)= 1 1000 
0 反之 
试 求 : (1) Е(Ү,); (2) Var(Y,); (3) Р(Ү,=0); 


当 1000<х<2000 
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(4) 了 ,的 特征 函数 。 


车 Ex 服从 下 述 负 指数 分 布 : 
1-е-%: х2>0 
РС.) {1 — 
_ 1 
81500 
试 再 求 上 述 四 问题 之 解 。 


3.3。 设 CO, t) 内 进入 某 一 计数 器 的 质点 的 个 数 为 
Xis Xeo t20) 是 一 个 强度 为 4 的 泊 松 过 程 。 再 设 到 达 计 
数 器 的 每 一 个 质点 被 记录 下 来 的 概率 为 р, ШҮ, 10, t) 
蚊 被 记录 下 来 的 质点 数 ， 试 求 

(1) E(Y,); (2) Var(Y,) (3) P(Y,=0); 
(4) 了 ,的 特征 函数 。 

(提示 : 把 了 ,考虑 为 下 列 复合 泊 松 过 程 


X: 
Y=) En {fa} 相互 独立 ， 且 


{Ea} 5 {Xe} EAH B Ir, Р(8,-1У)-), Р(%һ-0)- 
1— р) 
3.4。 设 АХ, 120} 满足 定义 3.1 前 的 条 件 (1) 、 
(2). (3) AFIRE: XX, 的 特征 函数 
Фх,(и)= E(e 2) 
是 上 的 连续 国 数 (2220) ， 试 证 


Фх,(и)=(Фу,(и))'* (1220) 
从 而 对 每 个 1220, i r>0, 
(фФу,(и))” 
也 是 特征 函数 。 
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(ER: 仿 (3-5) 式 ， 证 明 
хаби) = px)" — (k.ar=1,2,-:) 


再 利用 px,(u) 是 上 的 连续 函数 可 证 
PX CH)= px 0) 
3'5。 设 (X, 120) 是 以 1 为 强度 的 泊 松 过程， 令 
ASS PA a 5,1220 i,j=0,1, 
-， 试 求 
Pas, sto- ~ Piss(s, s) (52>0, 12,}=0,1--) 


3.6。 设 XX: 为 [0,1) 内 来 到 某 一 服务 机 构 的 顾客 数 ， 
ЕХ, 1220) 是 一 个 以 4 为 强度 的 泊 松 过 程 。 令 

0<ri<zr:<…，Tn 是 第 2 个 顾客 到 来 的 时 刻 ， 再 令 

TY T;=T,—Ti,"", 《2 
Т.Я ”一 1 个 顾客 到 来 的 时 刻 至 第 п 个 顾客 到 来 时 交 
的 间距 。 

АЖ. z* 的 分 布 函数 、 特 征 函数 、 期 望 与 方差。 

(ЕЖ. Р(Х,<п—1)=Р(т„;>1), ФА ra ШУ 
数 为 

Pr(t)= P(z,<1)=1— P(X,<n— 1) 


=1— н(е а а :) (п>1) (1>0) 








(п— 1)! 
rn 的 密度 函数 为 
-4 
е.) = | г (a-i 0 
(0 1550 


亦 即 Гт,(1) 是 参数 为 和 和 4 的 工 一 分 布 。) 
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$4 ”条件 分 布 与 条 件 期 户 


在 初等 概率 论 中 ， 我 们 曾经 定义 过 事件 4 关于 事件 卫 的 
条 件 概率 ` 


PIB ШЫ о PB)>ON) — ам) 


在 这 一 节 中 我 们 将 要 给 出 随机 变量 了 关于 随机 变量 X 的 条 
ТӘНІН E(Y|X=x) 的 定义 ， 并 给 出 它们 的 一 些 基本 性 质 。 
《一 ) 当 X 和 了 背 为 离散 型 随机 变量 时 
定义 4,1, 设 X 和 了 Y 是 两 个 离散 型 随机 变量 ， 即 是 





X: шм ег, Y, k m€ T, | (4.2) 
19% 1 4 
ЖГ, УНЫ арс, ТАП 
Р(Х=хь)==рь2>0 У!рь=1 (43) 
Р(Ү-ҙтау-4а>0 S) qn=1 | (4.4) 
mera 
MEX 


_[Р(Ү=у|Х=х) 当 P(X=x)>0 
фу|х(бу|х)= | 0 当 P(X=x)=0 


FR prlx(y|x) 为 随机 变量 了 在 Х-х 下 的 条 件 分 布 ， 当 
到 (| 了 j)< ce- 时， 定义 
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E(Y|X=x)= >7uaby iz (sal z) (4.5) 
mer 


为 随机 变量 了 在 XX =x 下 的 条 件 期 望 ， 简 称 条 件 期 望 。 
定理 4:1。 设 了 、 了 满足 定义 4.1 的 条 件 。 
(1) 车 ECIY])<oo, 则 
E(Y)=X (У|Х=хь)р» 2 (4:6) 


(2) 车 g(x,y) 是 二 元 实 变 实 值 函数 ， 生 使 g(X， 
了 )、g(x, 了 ) 为 随机 变量 , E(lg(X,Y)|)<oo, El lelt 
У)|)<ое, M 

E(g(X,Y)|X=x)=E(g(x,Y)|X=x) (4-7) 


Е(8(Х,1)) = >E(g(X, Ү)|Х=х,)рь 
20. еті 


о = SIE(gGz, У) Хх) (4-8) 
特别 地 ， 若 g(xz,u)= gi i(x)u, W (4-7). (4-8) 分 别 化 为 
Е(е,(Х)У|Х=х)=в‹(х)Е(Ү|Х=х) 《4.7)7 


E(g:(X)Y)= SE(g COY |Х =.) 


= D E(Y | Х=хь)рьв: (хв) (4:8), 


(3) 若 和 与 了 相互 独立 ，E(| 了 1)<<e， 风 
Е(У|Х=хь)=Е(Ү), (ЩР(Х=х„)у;>0) 。 

证 。 由 于 

Yos Yis "1 

60» 4і» |} 

(1) E(Y)= нед 


Y, P(Y=ss)= 20, Zqa=1 
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=$ у) P( 了 一 go 一 ze)P(X 一 zz) 


mer keri 


=>(> Ym (Y = уһ X= xk) Jp 


EET ‘тег, 
= УЈЕ(Ү|Х=хһ)рь 
(2) АЗЕ (4-7) 
E(g(X,Y)|X=x,) 
=> >) Elins ә) (Х-лҮ-ам| Хе) 


Ery ner + 

= У! (хь, Уһ) Р(Х =х,, Ү=ут|Х=хь) 

-Еб(е(х», Y)|X=x,) 《元 论 P(X=xs) 是 否 大 于 0) 
而 当 x€ {хь}, (4:7) 左右 两 迪 骨 为 0 。 总 之 ADE 
成 立 。 

H (4:6) ` (4-7) 可 得 (4-8) о 
П] (4.7)“ 和 (4.8)/ 2 (4.7) 和 (48) 之 特例 ， 故 (4.7)7 
ЖІ (4:8) /成 立 。 

(3) 车 X 与 了 相互 独立 ， 则 

Р(Х-х» Ү=ум)=Р(Х=хь)Р(Ү =ум) 
所 以 由 定义 有 
E(Y|X=xx)= >, P(Y=us|X=xkx)#m 

ҳу P(KX=xkx)P(Y =ym) 

=> Р(Х=х,) 

Ей. (4-6) Фао 8 公式 之 推广 。 事 实 
上 ， FRY =I4, ЖЮ Ан 1 АЖЕ, T4 为 0 当 4 不 发 
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ym=E(Y ) 








生 ， 则 

Р(А)-Е(У) 
取 В,={Х=х,}, ДВ, ИЕАЗ, ВОВ» 
为 必然 条 件 ， (4.6) 化 为 

P(A)= >; P(A] Ba) PBa) 


例 4.1。 I Ха, Ха,» Ху т ЖАУМЕН 


县 具有 公共 分 布 ， 
P(X:=1)=p, P(X,=0)=q=1—b 


95,-2 Х%» POKP(S, = 83) = P,=? 
解 。 P= P(S =B) 
= Р(5, = Ж |X: =0)Р(Х, = 0) 
+ Р(5,= 0: Х,:=1)Р(Х, =1) 


== (Уух, = BAIX. =о)а 


ї=? 


+P (>x җи 1Х у= 1) 


іш2 


= (x = may: 


+ P(X; x. = s) 


1-2 
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= Р(5,-: = 8)9+Р(5.-:= Ж)» 
= Р,-:9+(1— Р,-1)р 

=(q—b)P,-: +p 
=(q—b)[(q—pb)P,-z +b] + p 


=b+b(q—b)+b(q—b)'+ 
+}(4—2)"-%(4—})"71Р, 

=p+pl t) +0(9—-р)% +. кра p)" ° 
+(4—2})*°714 


一 020095) +4(9— р)": 


= тару ЕСЕТ 
= +21000)" 
(最 后 一 个 等 式 用 到 了 р+а=1) 

(14.2. 5 Х.Е O, 1) 内 进入 某 一 个 电话 交换 台 的 
呼唤 次 数 ， 再 设 每 一 次 呼唤 能 打通 电话 的 概率 为 ， 且 不 同 
的 呼唤 之 间 是 否 能 打通 电话 是 彼此 独立 的 ， 每 次 呼唤 是 否 能 
打通 电话 与 X ,也 相互 独立 ， 若 IX, і>0 是 一 个 以 4 为 强 
度 的 泊 松 过 程 ， 令 Y ,是 [0,1) 内 打通 电话 的 次 数 ， 则 {Y，， 
i 之 0} 是 一 个 以 ip 为 强度 的 泊 松 过 程 。 

证 。 由 假设 ，{Y,, 12>0} 满足 定义 3*1 的 第 (3 ) 个 条 
件 一 一 独立 增 量 。 所 以 ， 为 了 证 明 { 了 :5 + 关中 是 一 个 以 他 为 
强度 的 泊 松 过 程 ， 只 须 证 明 : 对 任何 1225220, AEE 
ЖЕ, Ж 

P(Y ,— smt) ета ОС 5) (4-9) 


! 
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事实 上 ， 
P(Y—Y,=k|X,— Xs = п) = Сір (1-р)4 
(6=0,1,2,:- n) (4:10) 


(АС 5))" 


Р(Х, —– Xs = п) =е-—-% zi 


(4111) 
所 以 
Р(У,-Ү.=к)= > үР(Ү,—Ү,=К|Х,—Х„=п) 
пек 


«Р(Х,-Х,-п) 


= Scia- р)" -ке-^6-9) (5(@—))" 


пе т! 








e а-ә» хе“ 0007 


2 а. 5))* е8) ема-р)а-5) 





一 (4-12) 


例 4.3。 设 Хоп, а-ы ED ( (һ2>0) 


і-і 


©, ісі, пар 是 一 族 相互 独立 具有 公共 分 布 的 随机 变 


E, pe=P(EP =k), (020, і>і, n>1), У)рь=1, H 


k=0 


.81. 





= У) kp. =E(E ) оо ЖШ {Х„, п>ОҢ E 2.2. 2 rh P 
说 的 分 枝 过 程 。 则 E(X,)=n u" (n 之 0) 
此 结论 我 们 曾 在 S 2 中 论 明 过 。 现 在 ， 利 用 条 件 期 望 的 
概念 ， 亦 可 证 明 此 结论 。 事 实 上 ， 
Е(Х,)-ттәй" 
当 n=0 时 显然 成 立 。 设 n= 上 FERRY, HJ2340= k 1 
时 有 


Xk 


ECX) =E( S; E2) 


іші 


о Хх, 
=> E(D, Xe =mJP(X,= m) 
m= 0 ізі 


=D E(D E) PO =m)= Утар(Ха-т) 
т-0 ізі m= 0 


=#E(X,)=nuk*t1 

定义 4.1 给 出 了 随机 变量 Y 对 一 个 随机 变量 X 的 条 件 分 
布 及 条 件 期 望 。 类 似 地 ， 了 对 NN 个 随机 变量 X，，X:,… 
Xx 的 条 件 分 布 及 条 件 期 望 也 可 给 出 如 下 : 

АЖА, B Y. Xi, Х›,--, Ху 都 是 离散 型 随机 六 


量 ， 即 是 


°. 





; ker? 
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Р(Х =) = ру ;>0 


У] pe =1 (i=1,.…, М) 


ker ® 


m | 
Ү; j mET:; 
lam | 


Р(Ү=ы)=йт>0 
Dy n=1 
тег; 
其 中 Г, ,稍为 有 限 集 或 可 数 无 穷 集 。: 称 
фүккысзлм (ylli, xN) 


Р(Уш|Хізхі,:",Хх--хм) Р(Х. =x, 
=| Xx=xxs)2> 0 


0 反之 
为 了 在 Xi 二 x1，…，Xw 二 xXx 下 的 条 件 分 布 ， 而 当 E(IY1)V 
co 时 称 
Е(Ү|Х,=х.,--, Хи=ху) 
= Ymb хэл) (уну хк) 
为 了 在 Xi =xi,=*, Xx=xs ИТЕН. 
对 于 EY [Xi =x, Xx= xx) 亦 有 类 似 于 定理 4"1 的 
结果 ， 我 们 在 此 就 不 再 袭 述 了 ， 读 者 可 以 作为 练习 证 明 。 
(С) 当 X、 了 是 连续 型 随机 变量 
设 (Х,У) 为 二 维 连续 型 随机 变量 ，f(x, y) 为 其 联合 
密度 函数 ， 即 是 


т у 
Р(Х<х, y<= | | f(s.i)dedt x,y€ (— оо,оо) 


то =o 
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Жәй, Сы) 是 二 元 非 负 可 积 函 数 ， 且 
F. F. f(s,t)dsdi=1 
再 仿 
0). ЉС) 分 别 为 尺 和 了 的 密度 函数 ， 即 是 
BOSP ыда fsp з, 
或 者 - ба ‚7 ú а 
p<) |" ods РОР) |, тов 
再 令 o 
С-15:)»х(52>0, sE (~, оо)} 
类 似 于 离散 型 的 随机 变量 的 场合 ， 我 们 将 要 定义 类 似 


(4-4) ЯП (4-5) 的 条 件 密度 函数 和 条 件 期 望 。 


4:2, WX. Y. f(s,t),. fx(s), fra) C 如 上 所 
定义 。 称 


‚ох -І ООО) 234 s€ C,r€(—co,co) 
fr, Gis) l 0 WE Ct Є(—оо,оо) 
(4.13) 


为 了 在 X=: 下 的 条 件 窗 度 函 数 。 
Ж ЕСІУ|)<оо, ШІ Ж 


ECY [X=5)= | tfriz(tlsYdt зЄ(—ое,о°\ (4-10) 


. ЯД æ 





为 了 在 开 一 "下 的 条 件 期 望 。 

类 似 于 定理 4.1， 我 们 有 

定理 4-2, ЕХ. Y. Қо, fx(s), Fra) С, frix 
(15) 如 定义 4.2 所 定义 。 

(1) ЕСУІ) <о, MJ 


Е(Ү)= | Е(Ү|Х=х)/х(х)4х (4-15) 


(2) # gG) 是 一 元 实 ЖИН, НІН Е(| (ХУ) 
E(g(X)Y|X=x)=g(z)E(Y | X = x) 





E(z(XY)= |” Е((Х)у|Х=х)}х(х)дх 
=f E(Y |X=x)g(x)fx(x)dx (4:163 


(3) ЖХУУЖэ У, E(|Y|)<eo, B 
Е(Ү|Х=х)=Е(Ү) (ХСС) (4.17) 
证 。 仿 定理 4.1， 读 者 可 以 作为 练习 自 证 。 : 
类 似 定 义 4.1“， 我 们 给 出 ы. 
94,27, W (Xis Х.,-е, Ху, Y) 是 N+1 维 连续 
型 随机 变量 ，f(x1 ,xX2,-…,Xw，9) 是 其 联合 密度 函数 ， 即 是 
РОХ Kriss Хи<хн, Y<y) | | 


“зі ты у 
-| | ШЕР s Sg ds1idsndt, 


Жа, Xx," XN, y € (— о, со) 


. 85 = 





其 中 f( si, iu 5м,1) ж М+1 元 非 负 可 积 函 数 ， 且 


F -f f (взу swst)ds1-dsndt=1 


再 令 X 一 (和 Хр), fx(si, `... Sa) ЖІ ао 分 别 为 
X 和 了 的 密度 函数 ， 即 是 


СҰРЫ п) [7 ә57» 5,100 


һо ес 957» SN Ё) заан 


或 者 
ті TN 
Е(Х,<ж,,<-,Хк<хх)- | .. | falsi, e, sw)dsiedsy 
у 
PO <иў)= | һай 
再 ó 
Cx=1(si,-, sw) falsi, SN)>0 61,%5, sw€ 
(- оо, со)} 
Ж 


fxizGti]si i, sx) 
fs... su, t)/fx(si," SN) 当 Сатон) С 
1 


=| (- со,со) 
0 Ш (51,559 С Cy 

( Е(- со,) 
(4:18) 
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为 了 在 Х, = 1,5, Хен 下 的 条 件 密度 函数 。 
若 王 (il1)<co， 则 称 
E(Y | Xi=s1,°, Хик) 
СЕБЕТ Si s s€ (оо, оо) 
(4-19) 
为 了 在 X= 二 51,… ,Xx 二 sw 下 的 条 件 期 望 。 
ЖЫ EUY |X =s; Xy=s:) 亦 有 类 似 于 定理 4.2 
的 结果 ， 我 们 在 此 就 不 再 袭 述 了 。 
(=) 一 般 情形 
定理 4.3。 设 了 ，X，,…，Xx 缘 为 随机 变量 ，E(|IY |)< 
co， 则 存在 唯一 一 个 随机 变量 Z ， 满 足 ， 
(1) Z 可 表 为 
2-ҚХ4,-, Xx); 
(2) 对 任何 六 元 有 界 实 变 KEAR gxi, Хи), 
只 要 g(X,,…，Xw) 也 是 随机 变量 ， 必 有 
E(Zg(Xi, s Xn))=E(Yg(X:,., Xn)) 
特别 地 HL g(x1，…,Xn) 三 1， (对 一 切 xE (=o), i= 
1,…, М), WERZH 
E(Z)=E(Y) 
定义 4.3。 我们 称 Z2=hCX1,…,Xw) WYE Xio, Xx 
下 的 条 件 期 望 ， 记 之 为 Z=E(Y|X1,…,Xw)。 而 Е(Ү|Х,: 
ж Ха, ХәлХы) 定义 为 h(x ,… ,XN)。 
附注 1 。 定 理 4.3 即 所 谓 的 拉 东 一 尼 古 于 (Radon 一 Nik- 
ойуа) 定理 ， 此 定理 的 证 明 已 超出 本 书 的 要 求 范围 ， 故 我 


们 不 证 了 。 
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附注 2 。 这 里 我 们 对 任意 随机 变量 了 ，X:，…，Xxw， 定 
ХТ E(Y|X,=xi,--, X=), WE (—), СС) 中 分 别 
对 离散 情形 和 连续 情形 定义 过 Е(У|Хі-чхі,:<, Хи-хн)ь 

(一 )、( 二 ) 是 (三 ) 的 特例 。 因 此 就 存在 一 个 相 容 性 的 问 
题 ， 即 是 当 (了 ,Xi ,… Xn) 为 N+1 维 离散 型 随机 变量 时 ， 
定义 4.3 定 义 出 的 ECY |X, =r, 96, Xx 一 Xw) 与 定义 4.1/ 中 
定义 出 的 
E(Y|X,=x, ,--- , Xxw= xy) 是 否 一 样 ? 24 (Y, Xip Ху) 
是 N+1 维 连续 型 随 宙 变量 时 ， 定 义 4.3 中 定义 出 的 Е(Ү|Х, 
-Хісе, XN 二 Xx) 与 定义 4.2 中 定义 出 的 ECY |X =x, 
…， Xn 二 xx) 是 否 一 样 ? 事实 上 ， 这 确实 是 一 样 的 。 读 者 可 
以 自行 验证 之 。 

定理 4.4。 BY, Xi, Xs 为 随机 变量 ,E(|7Y|)<oo。 

(1) Х=(Х.,,-‚Х+) 是 离散 型 的 ， 即 是 
P(X 一 Xi ,ky Ху=хн,к)=рь k€ T 


һо», е, TEERRATATNR, Wl 
E (Y)= УЕ (Ү|Х:=х1,ь, +, Xy=xu,r)be 
Ет 


(2) Ë Х-(Х.,--, Xx) 是 连续 型 的 РО, - 
ху) 是 其 联合 密度 函数 ， 则 


ESS |7 ET IX, =, Хасан) ху сем) 
ахі Пху 
(3) # g(x1,…,xw) 是 NN 元 实 变 实 值 函数 ， 上 且 使 
Е(15(Х1,--,ХӘУ 12<, 则 
288. 





Е(е(Хі,-,ХӘҮ |Х: =х1,--, Хи Ху) 
= р(х ‚э Хх)Е(У ІХ; 一 X1 ы, Xx= xs) 


证 。 05, 
ENAA, B Xa Xr 是 任意 六 个 随机 变量 ， 4 是 -~ 
у А > А 
лаи, ү-и-(1 25, шах 


Р(А|Х.,:“,ХмдЕ(14|Х4,:%,Хи) 

自然 地 ， 定 义 
Р(А|Х-Хі,:",Хи-Хха) ЕСІ, |Хісх,,:",Хиуз-Ххи) 
(四) 条 件 期 望 的 简单 性 质 


由 于 
E(Y | X1, Хн) |Х; 5x1; XN= X 
=E(Y | X1 =xi,=*,Xu= xx) (4.20) 


所 以 研究 E(Y |X,, +, Ху) 的 性 质 与 研究 EY |X: =x, 
…,Xw 二 Xxw) 的 性 质 是 一 样 的 。 但 书写 起 来 ，E(Y|X:,…'， 
Xx) 简便 一 些 ， 所 以 下 面 我 们 介绍 条 件 期 望 的 性 质 时 ， 以 
ECY |X1,… ,Xn) 作对 象 。 
性 质 1。 设 C 为 任 一 实数 ，Xr,…，Xx 为 N 个 随 机变 
量 ， 则 | 
Е(С'Х,,---,Хи)= С (4-21) 
性 质 2， 设 Cip Cun MAER, Yi, Yus Xis 
-XA AEI, Н ЕСУ: |) <оо, MH 


М 
(сы; |Xi, +, Xx) 
ізі 


. M 
© =X CECY i| Xi, Xn) (4:22) 
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性 质 3 ‚Ж Үз, Үз, Ха, XN 皆 为 随机 变量 ， Y, > 
Ү,, Е(]Ү;|)<о°,(1=—=1,2), WH 
Е(Ү,|Х,,--,ХнУ>Е(Ү,|Х,,--,Хм) (4.23) 
性 质 4 . W Y, Xise XAN ЕТІЛЕ, Y>, MH 
E(Y|X, =, XN) >0 (4:24) 
性 质 5 . B Y, Хі, Ху ВР ЖМ, Е(|Ү|)< 
со, MJ 
ТЕ(Ү|Х.,“,ХядІ<<Е(ІУІ|Х1,.-,Хи) (4-25) 
性 质 6 . Ж Ү,Х,,.-.,Хк, Хк, е, Хин УРЫУ ИЛЛЕ 
Е, E(]Y1)<eo, MM 
Е(Е(Ү|Х,,--,Хн, Xni Ха) К, XN) 
=E(Y |X: ,--- , Xx) (4,26) 
性 质 7 . W Xi，…，Xw， 了 ,了 ，… 篆 为 随机 变量 ， 
У, (і-1,2,5-), ЕСП) Сео, limY,—Y,, W 


іт EC(Y ,|X1,., Xn) 


-ңҺЕ(Ү,|Х,,”, Хм) (427) 
性 质 8 . 若 随机 变量 了 ы {X1, Xr) 独立 ， 则 
E(Y|X,:,-:, Xw)=E(Y) (4-28) 


性 质 9 . # Y, Хі,“, Хм, (Xise, Xx) ЕЕ 
变量 ， 且 ЕСУ|)<о, Е(|У(Х.,--, Хв) 1) оо, MJ 
Е(Ү(Х.1,:, Xx)| Xi ,…, Xx) 
-2(Ха,--,ХУДЕСҮ |Хі,--,Ху) 
这 些 性 质 ， 我 们 就 不 在 此 一 一 证 明了 。 
例 4.4, (定理 4.4 的 应 用 ) 设 AT, п> НАНЫ 
立 具 有 共同 的 负 指 数 分 布 的 随机 变量 ， 其 密度 函数 为 f(t》 


„00, 





=e RO, ЇЙ 1220 或 < 0 而 定 。 бота УТ, 试 证 
Yo 的 密度 函数 为 
AAE)" E a 
G= 901 (>) (4:29) 
0 1<0 
ш. п ЕНА, 24 n=1 时， (4-29) 显然 成 立 。 
没 п=т 时 结论 成 立 ， 往 证 пет 1 BF (4:29) 亦 成 立 。 
事实 上 ， 任 取 іс0, HELA 
Р(тө+:<а)= | Р(та+: <t ra pn(s)ds 





-Гва« Т.1<1|та- s)ba(s)ds 
=|-P Tmi <t— S |Tm= S )pmCs)ds 
-Гвака<- s )pm( s)ds 


=f P(Tmri <t— s)b=( s)ds 


А5). 
-1)! 


е7%%4; 


+ п-н отт 


А4 ymi 


o (m=i) 


AÇ às)”: 


Cm Dr 





ci 下 е 
0 


А4 рта сц _ 4а (4t)" . 
s (miji du~ e “т (4-30) 


但 是 





a — ADE o-a: 
ie du=  (m— г“ 





+ | 


- (Dn ү (л: . 
.ie (салта +t +1) (4:31) 








1)! 
所 以 
Peran < 1 er (CH) Оон +. + 
+040: +1) (2220) (4°32) 
11 
显然 | 
P(za=|a = <t)=0 (4 1<0) . (4-33) 


把 (4°32) 、 (4-33) 对 上 求 微 商 即 发 现 rwt ;的 密度 函数 为 


де- СА)" 当 +>0 
pl)=| т! 

0 当 1<0 
归纳 法 完成 。 例 4.4 得 证 。 


У . 题 


41. WX Ti Y EARMA sa EX A taya бий. 
量 ， 即 是 
Nk 


P(X=k)= РИ) Ет = 0,1,2: 


Еи X SYRENY 试 求 | . 
` P(X=k|X+Y=n) (0<k<n) 


(提示 ，。 先 证 明 
P(X+Y=n)= e73 (207. n=0,1,2,---.) 


292. 





пач ыма үч ри 


4.2。 设 {X 1220) 是 一 个 % ЖОМ А Wp FP ЖЕ, і 
Е: 对 任何 <s <i ЖЖ 
P(X,=k|X,=n)=C1(* 0-5)" (0<k<n) 


其 中 Сы n Е А АЖ, 

4-3, Ж{Х@, ;>0}, XP, 1;>0} 是 两 个 相互 独立 
的 泊 松 过 程 ， 它 们 的 强度 分 别 为 4: 和 414:， 试 证 ， 对 任何 0 < 
k<n, Ж 

P(X = ІХ + XE =n) =C ipt 
其 中 





1 
b= А, 9==1— р 


1 +72 


4-4. 假定 进入 中 国 上 空 的 流星 的 个 数 构成 一 个 泊 松 过 
程 ， 且 平均 每 年 进入 10000 个 ， 每 个 流星 在 大 气 中 未 烧 完 而 
以 限 石 落 于 地 面 的 概率 为 0.0001。 设 WW 是 一 个 月 内 沙 于 中 国 
地 面 的 陋 石 数 ， 试 求 ECW)、Var(W) 和 PCW 之 2)。 ` 

GER: 2 X, 是 + 年 内 进入 中 国 上 空 的 流星 的 个 数 ， 


则 有 | 
Р(Х,= у= есен (10000177 
! 
p=0.0001)) 


45. 设 随机 变量 族 {X:，i 之 0} RA 独立 增 量 ， 即 是 : 
对 任何 0 委 1 Lt Le Lins 
Ха,-Х.ь,-"» Xia Xini 
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辑 互 独立 。 再 设 Е(Х,)=т(1) 存在 (1220) 
试 证 : 对 任何 OKs Ls: Le Lst LSE 有 
E(Xsr1| Xe К») 
= Хз,+ т(ь+‹)— т($ь) 
(上 式 对 一 般 情 形 皆 对 ， 读 者 可 仅 就 民 : 取 非 负 整 值 来 证 明 ) 
4-6. 设 (Xi, X) 服从 二 维 正 态 分 布 ， 即 是 其 联合 密 
ETEO 


_ 1 
Қазан, 0 үс 


ЕЕЕ 


(т т) 


-m= (2), = ) 
=l (mj. A Ғы Баланы 
Oan 1~p: ` G, 1 — p? 








为 标准 正 态 密度 KM, т,=Е(Х,), оф=Уаг(Х‹), (і- 
1,2, p 是 Xi 与 Xz 的 相关 系数 。 
试 证 : 

(А) XX 的 密度 函数 为 


= 1 тст) 
fr =o О, 


(В). Х.Х. = 一 2 下 的 条 件 密 度 函 数 为 


f(x1 ,Xx2) 
Їх,(х1) 


fxzix, (x2 |х.) = 
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к-9 


1 (е | -E :om = ma) 


“алашы” ov 1р? 
(С) E(X,|X;=xi)=m,+p (mimi) 
1 


(D) E((X,—E(X,|X,)): [X i =x,) 
=02(1~—0°). 
4.7。 设 了 是 离散 型 随机 变量 ，P(Y=ys) 二 Pr,ps 之 0 


У) рь=1, ЕО) оо, ПОХ 是 任 一 随机 变量 , 试 证 


ECY |X)= Уј yrP(Y =yr|X) 


k=0 
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$5 更 新 过 程 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 研究 一 类 新 的 过 程 一 一 更 新 过 程 。 
先 看 几 个 例子 。 

例 5.1。( 设 备 的 更 新 ) 。 考 虑 一 个 设备 〈 它 可 能 是 一 个 
电灯 泡 ， 也 可 能 是 一 个 机 器 零件 ，…… 等 等 ) ， 它 一 直 使 用 
到 损坏 为 止 ， 然 后 再 用 一 个 同类 设备 来 替换 (REP) 。 假 
定 这 类 设备 的 使 用 时 间 的 长 度 〈 或 称 寿命 ) 是 一 个 正 值 随机 
变量 工 ， 而 且 相 继 投 入 使 用 的 设备 的 寿命 为 了 Tane 一 
B TUBE Т,, Ta oE- RAER 立 而 且 具 有 与 了 
的 分 布 一 样 的 公共 分 布 的 随机 变量 。 再 令 nT, nT 
+T, ` Та=Т, 十 全 十 … 十 Ts， -, Хаж 10, 1) 内 更 
换 的 设备 的 个 数 ， 则 7 是 更 换 第 2 个 设备 的 时 间 ， 生 {X，， 
120} $ {Ta n=1, 25e} 有 如 下 关系 

{Х‹<їп}={т„2>1} (іс>0, п=1, 2,:“) (5.1) 
4Х:, t20) Ң (T, п=1, 2, +} 有 如 下 关系 

Т„Ж%Х‹ ED t ERRO 的 第 4 个 跳跃 点 与 第 ”一 1 个 
ЭШЕ кд [Н] ЕЖЕ 

例 5.2。 设 想 许多 轮船 进入 一 个 码头 。 假 定 rs EP n Ж 
轮船 进入 码头 BJ БІЗІ, п=1, 2,-, 0<т<та<", B 
Тісті, Т,-ті-Тт,,%”, Та= Тп 14-1,» X: 510, +) 
病 进 入 码头 的 轮船 的 总 共 的 条 数 。 若 {T,，7=1，2，…} 是 
相互 独立 具有 公共 分 布 的 随机 变量 ， 则 (X,, 120) ЖА 
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有 例 5"1 中 的 4X,, 120) 的 概率 特性 。 

从 上 述 两 个 例子 ， 我 们 抽象 出 更 新 过 程 的 数学 定义 。 

定义 5.1。 设 (X,, і>0 是 一 族 取 非 负 整数 的 随机 变 
E, {Ta п=1, 2, 0} 是 一 串 相互 独立 具有 公共 分 布 的 取 
ІЕЖІМШЕЖІЛЕН , ті--Ті, r.=T +T, ,, `", т„=Т,+Т, 
++ Тл, е, 而 且 满 足 : 
{X <n} = {ra >t} (120, n=1，2,*…) (5-1) 
即 是 | 

{Xi =n} = {1n tTn} (120, п=1,2,.) (5°2) 

WEK {Xe (220; 是 一 个 更 新 过 程 ， 称 r。 为 其 第 ?个 更 新 
Ж, ТЯ n AERE, п=1, 2, с | 

比 更 新 过 程 稍 广 一 点 的 概念 是 “延迟 的 更 新 过 程 ”。 所 
ІН {Xi 1220} 是 延迟 的 更 新 过 程 ， 就 是 把 定义 5.1 的 关于 
{Ts，7 二 1，2,…} 的 要 求 稍为 放宽 : Т.) 相互 独立 ， 
{Tas п=2, 3,-р 具有 公共 分 布 ， 而 Ti 可 以 与 了 :具有 不 
同 的 分 布 。 

定义 5*:2。( 更 新 方程 式 ) „Ж IG) HL AG 是 定义 在 
[0, оо) 上 的 已 知 的 实 值 函 数 ， 如 果 g(1) ЖЕ 


aC) =A + eis)ds 1600, ©) (5-3) 


КСГ) 满足 (f, h) 更 新 方程 式 。 
定理 5.1。 设 {Xis 1220} 是 一 个 更 新 过 程 ， іТ,, n 
=1, 2," 是 其 更 新 间距 ， 令 T"* 的 密度 函数 及 分 布 函数 分 
别 为 f(x) 和 Р(х), 
р(х) (ов 
再 令 
mr =E(X,) (120) 
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为 X WWA, Waa) 满足 (О, F) 更 新 方程 式 ， 即 是 
пб) Еа) + асе) 005 LELO, оо) (5-4) 
证 。 由 定理 4.4 可 得 


0) EQ IT, —з)/(5)45 (120) (5-5) 
而 由 (5+1) RE 

{Х,=0}={Х, <U=(r>1)=1T,>1) (5>6) 
所 以 

P(X,=0|'3i=s)=1 (4 >1ї>0) (5-7) 
因此 由 习题 4.7 有 


Е(Х,|Т,=з)= =. ЦТ, =s) 


k= 0 
=0 (Оң 72120) (5:8) 
而 当 ші, і>ін 
kti 
P(X,=k|T,=s)= |5 T> Т, т=з) 
- (5 r-r, |ы) 


k+1 


-P(X 5 T.) 


k k-1 ` 
= рэ т,>и—з> у T: | 
ізі ізі 
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-Р(Х,-шЕ-- 1): (5:9) 
WUY s< 时 


Е(Х.|Т,=5)= У ЕР(Ха-5|7.-5) 


k= 0 


=> kP(X,=k|T,=s)=?2]P(X,-.=k— 1) 
ke1 ізі 


=> (n+1)P(X:- =n) 


=1+m(t—s) (s<) (5-10) 
DL (5-8), (5-10) RA (5-5) 得 | 


п) атса 5) 


=F (t)+ асе з) даз 


定义 5"3。 设 {X 120} 是 一 个 更 新 过 程 ，T 和 Ya 分 
AA АХ, 220} 的 第 2 个 更 新 闻 FEE ЯП 第 л 个 更 新 时 刻 ， 
т=1, 2,5% Ж | 

үс тх -1 (5°11) 
为 时 刻 it “还 活着 ”的 物体 的 “剩余 寿命 ”， 简 称 “ 剩 余 寿 
жш” ° 

下 面 我 们 来 解释 为 什么 称 y(!) 为 剩余 寿命 。 由 (5-2) 

Ч: 当 X =n 时 ， 有 

ҮС Ә-штх і-і--7,зі-і Та+їш”{з>Т» | 
因此 若 以 例 5-1 为 背景 ， 则 z, ЖЖл 次 更 换 设备 的 时 刻 ， 
Tnti 二 Tn+1 一 Tn 是 第 nn 次 更 换 来 的 设备 的 “寿命 "， 而 rn+ 
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-і (34 төнсіс>та BF) 正 是 第 m 次 更 换 来 的 设备 从 时 刻 
t 算 起 的 剩余 寿命 。 

剩余 寿命 Y(t)， 在 更 新 过 程 的 研究 中 ， 起 着 很 重要 的 
作用 。 下 面 我 们 证 明 剩 余 寿 命 的 分 布 也 满足 基 一 更 新 方程 
式 。 

定理 5"2。 设 (X, 12>0}, {Tas n21] (rs т221) 
Ж у(1) 的 意义 如 定义 5"3。 令 Қо). FA) ЯТА 
度 函 数 和 分 布 函数 ， 再 令 

g(t, xz)= Р(үСіо>х) (5,12) 

则 对 每 一 个 固定 的 x вт, x) 视 为 1 К, ЩА ГУЕ 
新 方程 式 

ва, Ә-і-вазә 4 ва-» ж) Саз (513) 
亦 即 ,车 写 g(it，*)=gz(1),hs(t)=1- F(t+x), 则 g,(t) 
WE Go he) 更 新 方程 式 。 

证 。 由 定理 4,4 及 定义 4.4 得 


P (Sa) [PSAT fs) (514) 


但 是 

当 Ti=s, s>t+x Ы, {O> BIRRE, 

当 Т,=5, tLs<t txj, {7(i) 之 Xx} 不 能 发 生 ， 
所 以 о зз. | | 

34 s>t+x 
САС Ltr 
下 面 我 们 计算 <i 时 P(y(t)>2<*|Ti =s) 的 值 。 由 (5.11》 
关于 yG) 的 定义 ， 当 s<: 时 有 
Prax] Tı =s) 
= P (tr, —12>x| Ti =s) 


| - 
POSIT =) ү (5:15) 
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Хі%і 
z( т.121.) 


іші 


І%%і 
= (> T(t xT =s) 


4-2 


-5P рута) міт) 


m=i 








2) 5р (Утаа), пахат) 


4-2 


-Х>(Хт-а-ә>» 


m= 1 i= 2 


之 T >T, IT 


іті 


° /тФі 
= > P Уут,-@—-з)>® 
т=1 і-2 

т+1 


> т> -> уу т.) 


/mt1 


-=X P. > Т4-(-%)>х, 


"1 


“101» 





mti 


> Ta- )> г.) 
і-2 4-2 


“(т 


=}, P>, T —(t— s)>, 


m= 1 іші 


5 т.>а->рут‹} 


ізі 


-5 Рет-(1-5У)>х, тт > (1-50>га-1) 


m=i 


5:2) S Pern -s> К,-«=т—1) 


т=1 


= ]>уР(тхя—(1—);>х, X,-s=m—1) 


r= 1 


= P(tx, 1 — (1 — s)>2>x) 
=P(Y(t—s)>x) (s<) (аф 
Ы. (5:15). (5:16) IRA (5:14) 得 


РС) |” odst | PGG з);>х) f(s)ds 


=1— F(t ta) [POG -92s 


ШЕНІ (5-13) 成 立 。 定 理 5,2 证 毕 。 
由 于 剩余 寿命 YO) 的 分 布 函数 为 
Fy а (х)=Р(уү(1)<х)=1-— Р(ү(ї);>х) 
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ІШ ОР(у(4);>х) 满足 更 新 方程 式 (5+13), Br 以 ЖЖ ҮС) 
的 分 布 函数 ， 只 须 解 更 新 方程 式 (5-13) 即 可 。 
МИНЕ А ҒАН Жа Y(1) 及 其 分 布 函 数 .F, а» 
(х) Ят 因为 它 与 更 新 过 程 {X:，t 之 0} 的 分 布 有 密切 关 
系 。 2 
05-3, ІХ, :20) 是 一 个 更 新 过 程 , r0) 是 剩 
余 寿 命 ，F， co (х) 是 Y(t) КА, ЖЕ, у>0, > 
X += lim Ха 
(1) Ж Е, (ORBE fyo (х), BH 
P(X,., —X,=n) 
РСС) = "r, ods (n=0) 
= 0 (5°17) 
рО, оа 1), о (904 (м221) 
(2) # YO) 是 离散 型 随机 变量 
Р(ү(ї)=а:,һ)=р:,һ (m20, 16(0, со)) 


Урі, n=1 GEL, co)) 
m= 0 


则 
Р(Х+„—Х‹=п) 
ГР (УС) У) bm (а-0) 


1 КЕ (5-18) 

| У) Р(Х„-ь,„=п—1)ра,» (21) 

(3) Жж YG) 是 一 般 的 随机 变量 ， 则 
Р(Хұ-Хш-п) 
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Р(ү(ї);>>) (п-0) А 
-| (519У | 


| P(X,-,=n—1)4F, 9 (5) (n2>1) 
[0 ,%> 
证 。 只 证 (1 )。 由 Y(1) 的 定义 及 (5,2) Ж 
drO >v} ={тх,+1—12>г} 


со 


= {tm ~ i> X,=m) 


m= 0 


LD) Urmi i>r, raat ral 


m= 0 


={ {rmt+ tn, Ттасіо>таР 
m= 0 


5.2) 0х, „т, X =m 

=í(X,:+ — Х,а 0} (7 之 0) 

此 即 (5-17) 24 n=0 时 成 立 。 

24 7 之 1 Н: 令 Аһ={Х+„—Х,=п}, 则 有 

РА) POA) yn sds (20) 


车 s<v, M) 34 r(t)=s (EP rz,-i=t++) Бі, tx 
t. tts, t+v 之 大 小 位 置 如 图 5 一 1 


yG) 
Tx: t += тна t +v 


图 5—1 





Кар 
P(X,., —X,=n|r(t)= s) 
=P(Xi+v— Xi=n|1Tx+i=s+t) 
=P(rx,+na+i221+v2>rx, n [rri =s + it) 


Xr +n+t Xn 


=P( > Tt Уут 





=s +t) 
X,+ü+1 Хат 


=P( >) т>йао-азо> У) T.) 


Í=X +? f=X (+1 


-7(> TD т.) 


іі 


--Р(Ху-.-т-1) (п2>1) (521) 
若 sev, WA y(t)=s (BD rx, 1-55) М, тх... 
t. ttv, 1+5 之 大 小 位 置 如 图 5 一 2 


үс) 
ғ---------”---------- | 
—— r. Çp- 
Tx, t t +v t 5 туні 
图 5 一 2 


IBEPE Lt, 1+») 内 没有 设备 更 新 ， 故 
P(Xi+s— X =n|y(t)= s) 
=Р(Ж[1, 1+) йт n Куб) =) 
= 0 (n2>1) (5°22) 
以 (5:21) ‚ (5-22) RA (5:20) 即 得 (5.17) 第 二 个 等 
式 。(1) 获 证 。 
下 面 我 们 研究 更 新 方程 式 《5.3〉 的 解 。 我 们 不 打算 对 
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АР Mh, R (5-3) 的 解 ， 而 只 对 某 些 特殊 H f THA 
ЖЕ (5.3)。 

定理 5:4。 若 f(x) 是 负 指 数 分 布 的 密度 函数 ， 即 是 存 
在 正 的 常数 4， 使 | 

[(х)=Ае-®%* x>0 

х) HARIRA М(х) (ро, MJ (f, h) EADE 
式 : 

воо + | gC shesrds (1220) (5-23) 
的 解 为 

в) во + esd (ersa Yas (5-24) 

Й. Ф+С()=с?'&(1), Нг) = etha), MJH(5:23) 
得 G(!) WE ОЎ 

со) (Ka+ [ас sde ras) 


=H (t) + ва -5)4е94-94% 
0 


=H (1 засе —4и) 
-ноо G(s)ds (5:25) 
所 以 
С'(1)—4С()=Н'(1) (5+26) 
而 


G(t1)~AG(1)=ertg (1)+ heitig(t)—Aer'g(t) 
~=cttg’(1) (5:27) 
由 (5.26), (527) 得 
g’ (t)= e> H (t) 
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所 以 
в) = [ени Cs)ds +80) 
EREADER (5:23) 之 解 必 为 (5.24) 。 BRIEG 24) 
.是 (5:23) ZÍ, 
定理 5。 5。 设 4Х., 12>0) 是 一 个 更 新 过 程 ， 了 ,是 其 第 
п EREE, G) 是 剩余 寿命 ， 若 Tv 服从 负 指数 分 布 ; 


Ах >80 
Р(Т«<ху= { TE , o 


MJ үс) ВЕЖ ЫТА. 
证 。 由 定理 5"2 中 的 〈5"13) 式 得 


P(y(t >x) = emata) +af pec — 5)2>х)е- sds 
| - (5-28) 


<? 


gz(4)= P(y(1)2x), А01) =е7^9+9, F(t)= he, 
则 (5.28) ЗАН. 对 任何 固定 的 х>0, W к„(1), h(t) 为 
t 的 函数 ，gz(i) 满足 (f, л.) 更 新 方程 式 因此 ， 由 定 
理 5.4 知 
Р(ү(ї у >х)== (1) 


-ge(O)+ е "(е shz(s))ds 


=P (ү( Оа) | er (a s eaes)ds 


= P(y(0)2>x) | (5.29) 
而 由 定理 5:3 及 (5:1) RE 
P(y(0)>zx)= P(X;=0)= P(T >x) 
=ez (х>0) (5-30) 
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ІН (5-29) .(5°30) 得 
1-егі: (х>0) 
0 (х<0) 
在 83 中 ， 我 们 曾经 研究 过 泊 松 过 程 ， 人 们 自然 会 问 : 


更 新 过 程 шыны 下 面 的 定理 回答 了 这 一 19 
题 。 


р(ү(ї)<х)={ 


定理 5.6。 в {Xt，t 之 叶 是 更 新 过 程 ， кә ERM 
REM, T, 是 其 第 4 个 更 新 闻 距 ， # T, 服从 下 列 负 指 数 分 
布 
1-- е az х>0 To 
О Р(Т„<х)= g меу у ОЗЮ 

其 中 4>0。 则 {Х‹, 1>0} ) 是 一 个 强度 为 1 的 泊 检 过程。 

证 。 若 能 证 明 对 任何 22250227 0257220, КЕЧЕ ЖЕ 
kin, ЫҢ 
Р(Х,-Х,=п|Хе- Xs =k) = есаа-ә Guon s))" 


Т 过 程 的 定义 ，{X:, 120) 必 为 泊 松 过 程 。 固 定 :， 


j 38 


Ya= X, u —X, (и;>0) 
T*=y(s) (5-32) 
T = Tx,+n —Tx,+n-1 (7 之 2) 


Зр TE s UA {X:，t 之 0} 的 第 n 个 更 新 间距 (п2-2). 
如 在 数 轴 上 标 出 它们 的 位 置 ， 则 有 下 列 次 序 
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1 2 ， 
` 9 A I . 
Tx, $ Тұзға Tx,+2 Trs+3 
图 5 一 3 


.由 于 {Xe 2220) 是 更 新 过程， 所 以 {Тї ,n22) WAM 
ў, HRF (5:31) 的 公共 分 布 。 
ЖЕ, WE SOFER 3 N22, EERE, е, хн, 有 


Ке {т} ie) 


я» 2 


m= 0 пе 2 


3 коса аа) п u=) 


=> (Пен <х„} 0 2:27) 


m= 


-5 П теп) т>}; т«)) 


m= 0 


(Прат) Р r> >D т.) 


т"0 пе 2 


-S(r <x.))P (5: тэ>У т.) 


m=0 n=2 


• 109 • 





-(ЇЇ^‹т.<хо)уурех,=т) 


У 
=] IP(T.<x,) | 65-33) ` 
对 任意 2<M<N, Ж (5:33)-'h 4- л,->се, (па М, 2 
=<n<N) 得 


Р(Тұ<хм)-Р(Ти<хи) (5-34) 
H (5.33) ЯП (5,34) 得 


N N 

Р((\їтї<х.+)=]][Р(т{<) бө 
(5-35) 说 明 (71, я>2) 相互 57, (5-34) АЯТ? 的 
分 布 函数 与 Tu 的 分 布 函数 一 样 ，(n 之 2)。 定 理 55 说 明 T* 
=y(s) 与 7, 的 分 布 函 数 一 样 。 至 于 TI 与 {T*, п>2} 相 
Най, АН (5:35) 可 以 证 明之。 总: 之, 我 们 证 明了 ; 
{Т*, п>1} 是 相互 独立 的 ， 且 7 与 了 的 分 布 函数 一 样 ， 
即 是 服从 〈5.31) 中 的 负 指 数 分 布 。 

“下 面 证 明 


=т= [5 r+>u> 3) Tr 6536 
А i ізі ізі 


若 能 如 此 ， 则 {Ye 0220) 是 一 个 更 新 过 程 ， 且 其 更 新 闻 
距 T* 的 分 布 函 数 与 {X,，t 之 0} 的 更 新 间距 ,的 分 布 函数 
一 样 。 | 


ж 
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k 
ті= әу Tt (ісі) 
п= 1 
Ш 


k 
тіз > }(тх,+а—Тх,+а-1)+}(5) 
=(Tx,+k—Tx,+i)F(Tx,+i — s) 
=TxX,+k 5 (k>1) (5:37) 
ЖТЫН (5:37) 得 
{Yu =n} ={Xs+u -X =n} 


-(ІАХез-п4т, Xs=m} 


т-0 


= {rrrm >s арто X,=m) ' 


m= Ü 


= L (rx. >s +HUDTX,+ns Х,=т} 


m= 0 


GIDI t рат, X, =m} 
= (rf+i22u2> Tiy | | 
(536) 获 证 。 总 之 我 们 证 明了 u, u20} 是 一 个 更 新 
R, HEME Т: 服从 (5:31) 所 定义 的 负 指 数 分 布 。 
KAIHE, (<s, Ж 
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Р(Х,ә,+ь»-Х,=п|Х,.—Х,.=Ё) 

=Р(Ү„»=п|Х,.—Х,.=Ё) 

=Р(Ү„=п) 

=P(rt+iZ2u> ri) 

= Р(т,.+:2>00т,) 

= Р(Х, =n) (5.38) 
(倒数 第 二 个 等 式 用 到 了 {TH (ТАБ Жау, ТҰҢ 
Т» 的 分 布 函数 一 样 。) 

由 于 了 "服从 参数 为 4 的 负 指 数 分 布 ，{T»} 相互 独立 ， 


所 以 т„=у,Т, 服从 参数 为 (n, 1) 的 了 工分 布 ， 即 是 z, 的 


Е"1 


密度 函数 为 
一 一 一 4"Xn -127 YXZ0 
Р) = Г О, ° (5.39) 
0 х<20 
其 中 Г(п) = (п—-1)1 ЖГ, 
而 


Р(Х„=тп)=Р(т»„+;®]>ть„) 
=Р(ть+‹®и)— Р(та>и) 
=1—Р(тьһ+ї <и)- 1+Р(т,<и) 


EEEO EROL 


一 -一 _ 2" = тір-іт zde 一 一 一 дн " лел фу 
Гоа)! T(n+1)Jo 
Ат 


“ 
х"®-їе-®=йу 
0 


"Т (лу! 
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T@+) A 
= д" 
Г(п) 


(Аи) -AU 4" | п-1о-А х 
+ ni е T ‚* е-^#@х 


An+! (Cae ы. еее) 
А} 





u 
х”-1е-5т@х 
0 








au (Au)" . 
ет (п2>1) (5.40) 


Р(Х. =0) =Р(т,2>и)=1-~Р(т, <и) 
= 1 ер, (аук 


0 


= 1 делах 


一 CA (5.41) 
Ы (5°41), (5.40) ЖА (538) 得 
Р(Х. +а— Х,=1|Х,. — Xs =k)= e- Ан О" 
(п>0, Е>>0, OL’ <s, и;>0) o | 
至 此 ， 定 理 证 毕 。 
下 面 我 们 研究 更 新 闻 距 服从 工分 布 的 更 新 过 程 。 
定理 5.7， 设 (X, і2>0) 是 更 新 过 程 ， 其 更 新 间距 T， 
ЖЫ Ж (к, А) 的 TT 分 布 (k 之 1)， 即 是 T, 的 密度 函 . 
数 为 
ix)r-ie-+z x>0 
(х) =] (%- тсз“ (5°42) 
0 х<0 
令 pi(n)= Р(Х, =n) (t2Z20, п-0, 1, 2,9) 
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YG, а) = Уур‹(л)}г" 


为 X, ЖЕН, H 


(n+#)k-1 


+ (z)= > (A 9764-24 


к-а 1 ' 
"а-а (СІ. zier 1- 


其 中 


m=nk 


` 


— 
r=0 1-25” 


1 
ne | 


2тї 


> . 2. 
еше . =, 一 1 


(5-43) 


(5.44) 


(5-45) 


(5,46) 


Ш. F Ta ШАА у (К, А) 的 了 工分 布 ， 而 {Ta 
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| 


N 
ту > Т, 
i=t 


服从 参数 为 GN, 4) 的 工分 布 。 因此 仿 (5-40) 可 证 
Р(Х,-тп)-Р(таһо>іО>т,) I 


= Р(т.+;221)-— P(r,2>1) 


el fno С) [ra (dx 


° 4 





t ((n+ 1)k — 


D: (Àx)(n-0E-le-2z dx 





-f бл?” 1e-4 z dx 


(п+1)Ё-1 
1 


= > mr Dre (5°47) 


т=пЁ 


> 


G(t, z)= Dy Pai) Gt>0, z] <1) (5-48) 


n=l 
Hi 


P(t, 2) = "P(X: =n) 


n=0 


= > )а"(Р(та+;1)—Р(т„>4)) 


пе 


- S (Р(т,<!)- Pn <D) 


=1+(z-—1)G(t, z) | (5:49) 
Rir. 服从 参数 为 (ka, 5) 的 了 分 布 ， 所 以 若 令 z=y", 则 


G(!, 0 У) ода ' 


nal 





_ (k(n-1) “(1х)уктп- де таг ў 
人 o(kn—1)1 х 
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1 z (Аху)"*-ї 
7% «ве | (a 751) 
但 是 
15) grewssr 


-1% єт 5) а Guer)" 


””0 "0 


而 当 "一 不 为 大 的 整数 倍 时 
1 >, Эз У) е2і"яї =} 


Ar АТР k 的 整数 倍 时 ， 用 几何 级 数 计算 得 
1 k—1 1 k-1 arrat 
天 之 Ce 天 之 е 


221 1 (е * ) 
k ті 
1- е 


£) (5-52) ЯП (5-53) ЖА (5-31) 得 


т 154 grew 


r= 








э 116 


(5-50) 


< (5°51) 


65:53) 





и" 


= — 


(m+eük g 1-1,2} 7! 


— ш urk- I , Е 
=> (nk— 131 (5-54> : 
以 (S:54) ЖА (5°50) 得 
k— 1 
GU) =y леса > ет езет" йк 


к-1 


seag S сезсе) (5-55)». 





r=0 


БІ (5:55) 代入 (5:49) 并 注意 yt =z 可 得 
Y(t, z)=1+(z—1)G(t, z) 





) ! 1 
=i- Dat ух E ee) 





Е-і 1 А _ _ к, 
=1+®—411 zie (1-‹ ша 2 » 
2 r=0 1-26 
定理 5.7 获 证 。 


系 1。 在 定理 5*7 中 ， Ж k=1, 即 是 Ts 服从 负 指 数 分 布 : 
1— er хо>0 
Р(Т„<х)={ 
0 х<20 
BJ 
Р(Х, =n) = e771 МӘ" (п>0) 
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X JBR ІН (5-45) 得 
(х) 1+ £ t-eud o] 
-емео (гісі) 
Ж2. 在 定理 5. 7 中， 若 k=2, MJ є?=1, 
而 Х.Ж В СЕН (5-45) 得 


єї<= —1, 


2 
2 
P, г)-1 Сі 了 | (i =e G 
1—2° 


кк 
Му 
Nor 


— ғ. (э-н >) 
2% 


1+ 
= 1 нан е-®ба-# 5) 
2 


1 


ТЕ 
Е e~it +?) )| 
1—2 


1 1 1 
-2-і zUt -emita ) 





22 1--2 


2—1 201-21 ) 3 
十 一 ` tarz? > 
22 1-2 е 





re 去) 


N 2 
-е- [овна vz) +2 пваа) (556) 
其 中 
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qos h(x) = 和， Sin по) 57, 


所 以 
E(X,)=lim dw G, z) 
41102 
‚Ум — 
=li -it é ду / 
lim е ғыш х) 
1 23 __ La __ y. 
-77 Sinh А/ z ) + 2 cshd а) | 


= е8 (“ (ett = ezit) ettm etu (е жез эм) 
4 4 4 





(нечесе) 
2 


=H T+ (5-57) 


Var(X.)=lim[ ot,z)+ (0,0) (P 0,2) 
15. ” ht 1 1. 2 
-limy (1,г)+(®у dajes ) 
-(М-Ф+4езнү 


—(3—-4Ии +20и5—3е-н—2иезм) 


421,1 -му 
“(2 2714 


(АО ан АА оа Lle- ч) 
( 47116716 414 447 
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м 1 


= 50е м еген 
= Hemy езшп) 
一 于 (+! пк ))* = (5.58) 
下 面 我 们 介绍 更 新 过 程 的 几 个 极限 定理 ( 仅 作 介绍 ， 不 
子 证 明 ) 。 


定理 5.8。 设 (X,, 1220} 是 (可 以 是 迟延 的 ) 更 新 过 
№, ІТ, Т.) 是 其 更 新 闻 距 所 成 之 序列 。 
(1) Ж н==Е(Т,)< оо, MH 


mE X= 1 (5.59) 
ізо t В ` 
1 1 
1 - == М 
рР(їт.Х‹ =1)=! (5-60) 


(2) ЖҰ и=Е(Т›,)<оо, о?-«Уат(7,2< об, 0) 
Var(X.) о? 


lim ; 43 (5°61) 
Шаған а ҰСЫН” (5-62) 
fmm ж/102/р3 қ/2л1-е 

“其 中 x 为 任意 实数 。 


(3) Æ =E(T:)<co，7: 不 是 “格子 点 随机 变量 ? 
(ЭТН T: 是 格子 点 随机 变量 ， 意 即 存在 一 个 实数 < ， 使 
之 ，P(T:=Ka)=1。 显 然 整 值 随机 变 RE ТА МИЛЕ 


: kew 
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B) ， 则 对 任何 К>0, Ж 
lim E.X) (5°63) 


习 题 
5.1。 设 {Xo {2>0} 是 一 个 更 新 过 程 ，T，* 是 其 更 新 闻 


ж, = Уга, (021), 再 设 Е(Х,у=т()=М, (> 


0，4 为 正 实数 ) o WR Ф(ху=Е(е-хт.у (x 之 0) 
GER: 由 于 {Ta n221) 是 相互 独立 B; 有 共同 分 布 的 随 
机 变量 序列 ， 所 以 

Е(е-=т„) = Ф (х)" 


TI 
т()= 5 P(X; =n)n 
=S Pira 1 >t Tr) 
=S ni P(t <t) - P(za I <t)]= >,Р(т»<) 
从 而 


era ow" 
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52, W (ХХ, 120) 是 一 个 更 新 过 程 ，T，, 是 其 更 新 
HE, ЖТ, 服从 参数 为 A) 的 了 分 布 ， 试 求 Е(Х.). 
Уаг(Х,), 

5-3, REPE {Х,, 12>0} 的 更 新 闻 距 了 ， 服从 参数 
为 (x，4) 的 工分 布 ， 试 求 

‚ “Р(Х, Ó <) 
的 近似 值 ， 其 中 * 是 任 一 正 数 。 

5"4。 试 说 明 更 新 过 程 的 一 切 概 率 性 质 均 由 其 更 新 闻 距 

的 分 布 函数 所 决定 。 
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$ 6 可 数 状态 的 马尔 可 夫 链 СІ) 
| (基本 概念 ) 


在 此 以 前 ， 我 们 曾经 研究 过 “随机 徘徊 ”、“ 分 枝 过 
қ”, “НАМЕ”. “ЕМЕ”. ХБН АН 
TAERE, (НЕШЕ ІҢ, ЕП E ЈА 
中 ， 均 属于 个 别 特例 。 而 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 研究 一 类 在 
随机 过 程 中 占有 主要 地 位 的 具有 较为 普遍 意 义 的 随机 过 程 一 
马尔 可 夫 过 程 。 由 于 本 书 的 目的 仅 对 随机 过 程 作 一 浅 易 的 介 
绍 ， 本 节 只 介绍 马尔 可 夫 过 程 的 最 简单 的 特例 一 可 数 状 态 的 
马尔 可 夫 链 。 . : 

ЖЖ 6-1, Ë {Xn п=0,1,2,:-} 是 一 个 随机 变量 序 
91, ҰРАР АНА А Т Е (E 是 一 个 可 数 的 实数 集 
合 ， 通 常 是 E= {0,1,2,…}) 。 如 果 对 任何 n1, EA 
1, iis с, iC E, KA 

Р(Хаз.|Ха-ісзін-1» “.. Xi=11, Ха-і) 

-Р(Хазі,1Хь-ізті,-а) (6-1) 
WE {Xn п=0,1,2,---} 是 一 个 可 数 状态 的 马尔 可 夫 链 ， 
EE 称 为 其 状态 空间 ，{0,1,2,…} 称 为 其 时 间 参 数 集 , p. (m, 
та) (Хана 1|Хазі) 称 为 其 转移 概率 。 特 别 地 ， 若 
Pism, т+п) Ж Рт 《对 一 切 n0, —1]:,]ЄЕ), 
W {Xn п=0,1,2,+-} 为 时 齐 的 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 
链 ， 这 时 简 记 px,s(m,m 十 n) X (а). ЖЕН, JB pi, = 
фа СО)» Ш рез 是 时 齐 的 可 数 状态 的 马 尔 可 夫 链 的 (一 
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步 ) 转移 概率 。 

定理 6"1。 (等 价 性 定义 ) 设 {Xa п=0,1,2,-.-}р 为 一 
个 随机 变量 序列 ， 忆 是 一 个 可 数 的 实 数 集合 ， 每 企 Xn。 PIR 
(Е-Е. 。 则 下 列 陈述 等 价 

(1) {Xas п=0, 1,2, …} 是 一 个 可 数 状态 的 马尔 可 
хе, - 
(2) 对 任何 x 之 1， 任 何 io, irsin € E, (6-1) 
式 成 立 ， 

(3) 对 任何 n>1， 任 何 严 格 上 升 的 非 负 整 数列 to, 
tis сәу із, 任何 io。，i1，…，inE€E, 均 有 

P(X:i=is|X:, i =in-is eey Xi =l: Хе =i) 

=P(X,,=;i [Xi . = in-i) (6-2) 

(4) 对 任何 "之 1， 任何 严格 上 升 的 非 负 整数 列 го, 
tis С”; іл, ША 1, іі, се, 1Һ.6Е, МЖ 

P(X,i=iss Xi =i,” X i,=in) 

=SIP(X Sk) AX =1,1Х,= PX =, | X=io) 


P(X inmin] Xenia) (6-3) 
(5) 对 任何 n>1, т>1, 任何 严格 上 升 的 非 负 束 
数列 to， 19 9 іп,» ізі,» tntmy 任何 із» fis 77 
n intis се, Гана E, ЕН 
Р(Х з, Xin Хантінеуеу 
Хаант Хі) 00 
=P(Xn= iopo 71|) 
: Р(Х аала, Xi m inem|X. =i.) (6,4). 
(6) 对 任何 ао, т>1‚, 任何 严格 上 升 的 非 负 整 数 


列 tos 13,4%» іп, intis 7, Í n+m 任何 ios 11,77» 1 ny 
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рт бын узу 


intis зі лға E, БЖ 
P(X imi ™ intro's Хазһьшітет|Ха,і,, Ха 
=] n-i" X i =i) 

= P(X intis, Хона онт Ki = in) (6*5) 

注意 ; (61) Ж (6.2) ҰЯ, (6-2) Æ (6-5) 的 特 
例 。 而 (6*3), (6-4). (6+5) 则 是 三 种 典型 。 

(63) 的 概率 意义 : 若 把 0 和 看 成 初始 时 刻 ， 则 {a= 
P(X =k), 上 GE 万 } 是 初始 分 布 ， 条 件 概 Ж Р(Х Sisal 
Ху=1)) 是 转移 概率 , 即 是 已 知 过 程 在 时 刻 ty 处 于 状态 二 的 
条 件 下 ， 在 时 刻 ij+1 过 程 转移 到 iy+ ,的 转移 概率 。 而 (6.3) 说 
明 {X，，n 二 0,1,2,…} 的 联合 分 布 由 初始 分 布 与 转移 概率 
所 决定 。 

(6-4) 的 概率 意义 : 若 把 时 刻 1 ,看 作 “ 现 在 ”， 则 0， 
fig із- АА “ААА”, tntry Раға Ж”, 
ІШ (6-4) 说 明 ， 知道 “现在 ”处 于 什么 状态 以 后 , “过 去 ” 
和 “将 来 ”是 独立 的 。 

(65) 的 概率 意义 :车 把 时 启 1 ,看 作 “ 现 在 ”，t0 ,ti， 
tta і.- AIF “过 去 2 э ntis С”; ia+m 看 作 “将 来 ? , BU) 

(6*5) 说 明 ， 知 道 “ 现 在 ”和 知道 “现在 ”及 以 前 的 历史 ， 
对 “将 来 ”的 预测 是 等 效 的 。 

而 定理 6.1 说 明 ， 这 三 种 特性 是 等 价 的 ， 它 们 都 可 以 作 
为 马尔 可 夫 链 的 特征 性 质 ， 即 它们 都 可 以 作为 “ 马 氏 性 ”的 
定义 。 

W. (3)=(4), 8 (3) RE. W 

Р(Хыші;, Хасшшіі» Xi, ™ in) 
=P(X,;,=is|X ini = in-is "8 Хе =i) 
‘P(X Sinso Xis ina) 
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=Р(Ха„= „| Ха = in) Р(Х Sio, 
U U Хак, == 1.) 


= P(X Sin] Xii = in) P(X ini Siaa] Xt = 1.2) 
tone P(X Sii Хы УР Хыт-%) 
= P(Xo = )Р(Ха, Sio | Xo = PX  =i,|X = io) 
ЕСЕ 
P(Xi Sin] Xini 5in1) 
ҖЕП (4) 成 立 。 
4) 05). W (4) 成 立 。 则 
P(X Sio, Xini Sinni, XS ажа, 


Хазатті аға |Ха,-ті,) 


n+m 


= P(N {Xain ia) 


ntm 


(РОР Xi )) 


= 1 
P(Xi,=in) | (6°6) 
P(X =i, t, Xini =n: |Ха,-і.) 


- P(N Xni) ыса) 


=( P(X u= [Р(Х =. Хал) 


--Р(Х,,--і,) (6,7) 
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РОХ ті еі. Т, Xe — T intim Ха,-ті,) 


ntm 


= (Піх. =.) + Р(Х, = in) 


=( P(X,.=;,) JI Pansi, [Xi =i, -.)) 


santi 
+Р(Х„= і.) 
ntm 

= TT P(X,.=i,|X,, =is-1) (6-8% 
Sati 


H (6-6), (6-7) ЖІ (6,8) 即 得 (5) 成 立 。 
(5)=(6). W (5) ЖУ. 2 
А={Х+„= ios Xe 一 ai 


B=í(X,= ін) 
C={X inm min s"... X +u” L жат) 
则 由 (5) 成 立 知 


P(AC|B)=P(A|]B)P(C|B) 

而 
(6-5) 225 = Р(С|АВ)=Р(АВС) +Р(АВ) 
= (Р(АС|В)Р(В)) + P( AB) 
= (СРСАТВ)РСС[В)Р(В)) «Р(АВ) 


=PC41B)P(C1B) (2558) 





=Р(С|В) =(6:5) Hi 
此 即 〈6) 成 立 。 
“(6) 之 (3)” 显 然 成 立 ， 因 为 (3) 是 (6) 的 特例 。 
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总 之 ， 我 们 证 明了 (3), (4), (5), (6) 是 等 价 的 。 又 
у GSO 显然 成 立 ， 所 以 若 能 证 “(2) 全 (4)2 ， 则 
EMRE. RIRI n=2 来 证 明 “(2) 之 (4)”， 对 一 般 的 
3# ， 证 法 完全 一 样 ， 只 不 过 符号 复杂 一 点 而 已 。 

É (2) RX, W 

Р(Хыт-і,» Халі, Xíi=ix,) 


= > P(X im Xn Sin X in X, =i, 
i, cE 
059-і. 
#siptyt, 
052551; ) 
st ostisit2 
429 


= >; Р(Хұ-і4Ха-і-і,-а)Р(Хь-і., 0<5 
ЕЕ 
08<8<1, 
зуу, 


<) 


= 5 (П P(X.=i.|X.- =i) PXS is, 


%еЕ чзі)ғі 
0<8<4; 
ёзу з, 


0-<:5<<:;) 


一 > (ТІ Р(Х» =1«|Ха-а=1«-а))Р(Х,, =» 


i; € E tu=#o+1 
10<8<%; 
СЫЕР 


(6-9) 
但 是 
P(X Sins Х-ті.) 
=P(X,i, =i, Хазі,)-Р(Ха-а.,) 


4128. 








= 5) Р(Х, Хоб X,=io боа) 


#62 
10<8<11 
Р(Х, =1.,) 
(2) . | 
= >; II Р(Хаз-. | Хи-і-ін-.1) (6,10) 
i EE Y=tot1 
to<s<iy 
仿 之 可 证 
P(X4,=is,, Хазі,) 
t; 
=> TI PCOX,=i,]X,-i=is-i) (6°11) 
i EE u=ij+l 
11<8<4; 


ІН (6:9), (6:10), (6°11) 得 
Р(Х.,=і.,, Xain, Хаа) 
= Р(Х,,=1,,)Р(Х,, =, | Ха, = іг ,)Р(Х,,=1.,|Хе, 
=1.,) 
总 之 ， 我 们 证 明了 : “(2) 仿 (4)” 定 理 证 毕 。 
.下面 我 们 举 几 个 马尔 可 夫 链 的 例子 。 
例 6.1。 设 (X,, т-0,1,, РБ 是 直线 上 的 整数 格子 
点 上 的 随机 徘 向， 即 是 
Х»=Х«+ё‹+4+ Ë, (n>1) 
{Xos 8а. ба 1 WETIRE, {2., E230) 具有 公共 分 布 : 
P(En=k)=p k=0,+1,+2,:" 


У) b I =1 


k= - 


链 ， 其 状态 空间 为 E={0, +1, +2, …}， 其 时 间 人 参数 集 为 
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(0,1,22-Һ А С) 转移 概率 六 

pi = P(X,=)] X,-. 51) 

-Р(6,-)-і)-))-: тз1,1,})Є{0,:Е1,Е2,+} 
(6.127 

事实 上 ， 由 {Хо, 51, E200) 相互 独立 得 

Р(Х, =in| Kn-i1=in-1, Х,=1,) 
_Р(Х„==ї„, X,-i=isx-i,"",X = io) 

P(X,-i=is-is" Xo = io) 





Р(Ба=ї1»— 13-1, Gn-t=in-1 in", 
= 1 二 11 一 105 Xo =¿ə _ 
P(ŠSa-i=in-i—In-;,"** Er =i — lo, Ха!) 

=P(En=in—in-1) 

=P(X,=;,|X,-i=i,-i) (6-13) 
ЕН (6-13) 不 仅 发 现 {Х»,п=0, 1, 2,…} Jen ЖЫНЫ 
尔 可 夫 钾 ， 而 且 它 还 是 时 齐 的 ， 且 其 转移 概率 由 《〈6"12) 所 
次 定 〈 因 为 P(6 一 1 一 in-1) 一 bt 1)。 

例 6.2， 设 {Xn n=0,1,2,--.1 ҖАЕ, ШЖ 





Ха 
Ха СУЫ (20) 
i~i 


(5,0, ізі,2,-.л-1,20ер 是 相互 独立 具有 公共 分 
布 的 随机 变量 族 ， 
Р(#©шку=р. (1021, п>1, k>0) 


br>0 Dps=t Кз)=урурыз* 
k= 0 k= 0 


网 {Xn п=0,1, 2,…} 是 时 齐 的 可 数 状态 的 马尔 可 夫 链 ， 
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pi pO te (п221) | 


Ж. HX, RM T EP, i=m=1,2,-) (X, 
i=], 2,0, n=1, 2,0} 是 相互 独立 的 ， 所 以 
Р(Хазе1. |Хь-іс-ің-1, oS=io) 
=P(Xn=ins Ха-іші,-., се, Хотш?.) 
+P(X,-: =1n-1 "e ‚ Хо=:,) 


іі 


-P(e =i, Хаа ауе, Xo =i.) 


+ Р(Х»ь-›=їз-1, с» Xo=10) 


(500-0) 
-Р(Хазеі, |Ха-ізеіз-.) (6:14) 


ык, (Xa, п-0,1,2,--) 是 一 个 可 数 状态 的 马尔 可 夫 链 ， 


Р(Х,=3|Х,- 5 20 = 让 = biss 


与 ?无 关 (因为 {8s ,1>1,1>1) 相互 独立 具有 相同 分 布 )， 
ЖАН! {Xas пл-0,1,2,--) 是 时 齐 的 。 而 独立 同 分 布 的 随机 
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д ¿OD ... LO ЕНИ, ЗЕНОН ЕНЕ 
乘积 ， 此 即 


> beisi=(f(s))! (6.15) 
了 =0 
ШІ (6-15) 易 知 
рау) ПР с> 20 (6316 
J > һер б, 


“роу = до, (320) 
此 处 及 今后 ， 恒 用 
0 1%) 
1 з=] 

例 6,3。 (ЖЕДЕЛ ЛК ИГ ЖК) 

设 在 [0，t) ЖЕМІН АОН 383 ПЕ Ж ЖОГ 
Y, 而 {7 了:，t 之 0} 是 一 个 强度 为 4 的 泊 松 过 程 ， 来 到 的 : 
顾客 按 先 到 先 服务 的 规则 排 成 一 队 逐 个 被 服务 ， 各 顾客 的 服 
务 时 间 是 相互 独立 的 具有 共同 分 布 的 随机 变量 ， 且 与 了 上, 亦 . 
相互 独立 。 令 X, 是 第 7% 个 顾 客服 务 完毕 那 一 瞬 刻 在 服务 机 
构 前 等 待 服务 的 顾客 的 队伍 KEE, HIU 是 第 ?个 顾客 . 
被 服务 的 时 间 区 间 中 来 到 服务 机 构 的 顾客 数 ， 则 

Хь+,=Х„—6(Х„)+„+, (n>1) (6:17) 
其 中 4(ху-1 (24 х0), 8(х)=0, (Ҹ х=0) 
于 是 
Р(Х.+1=1,+1.| Хаа, s Ху=?,) 
=P(Xa— (Xn) TU,+i=Is+nu Хаті,, ,Х,= 1} 


š, =Í 


° 132 ° 





+P(X,= in, s Хісті.) 
=Р( „+ ж=1»+‹—1„+86(1»„), Xn= ing, Xi 一 11) 
+P(X,=1, .... Хізеі1) 


=P(Un+: =i. +1 —int+8lin)) (т>1) (6°18) 
(Жаға {Х„, Х,-і,ң;, Х,} 相互 独立 ) o 
- 仿 之 可 证 
P(Xs+1=inti |Xn=in) 
=P(Us+i=inti—int+6(in)) (n>1) (6:19) 


H (6:18). (6:19) 得 知 {Xn n=1, 2, =} 是 一 个 可 数 状 
态 的 马尔 可 夫 链 。 由 于 各 顾客 的 服务 时 间 所 服从 的 分 布 是 一 
样 的 ， 所 以 

Р(Хь„,,=]|Х„=т) 

=Р(@ь+нж=)—1+6(1))=}н4.у 

与 2 无 关 ， 亦 即 {Xas n=1,2,} 是 时 齐 的 。 车 令 Ui 的 分 
: 布 为 

Р(бі-лту-іт т--0,1,2,-" 


Dykn=1 | (6-20) 


БИ 
(Әмет); 1-0,1,2,:- 
рыліҙ-са _ (17>2,]7>0) 

(4 m<0 时 ， 补 定义 km=0) o 

人 鲍 6.4。( 交 换 过 程 ) 设 某 容 器 内 之 质点 ， 每 隔 一 个 单位 
周 间 发 生 一 次 变化 ， 已 在 其 内 之 某 质点 可 逃离 此 容器 (其 概 
率 为 9 ) ， 也 可 留 Нр СЕ Җ Жу2), р+а=1„ ЖЖ 
其 内 之 质点 也 可 进入 其 内 ， 进 入 的 个 数 服从 强度 为 4 的 泊 松 
。133。 
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Ак ” 346 жам — ` 
Ж: (ен, k=0, 1, 2»77фә IS н Z H. Z<, ЕҢ 


k] 


是 相互 独立 的 。, 令 Xr 表 时 刻 4 ШО ЕЗЕР ДАЛЕ КАТ» MiX, 
п-0,1,2,Һ 是 一 个 时 齐 的 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 链 。 巨 
әз=Р(Хһ+‹=]!Х„={) 


= > cipma: me- 
т! 


тт-і 2 
(6:22) 
тіп(і,7) іст 
一 сір" і-то-А ж 
之 (7—m)! 


例 6.5. 《离散 更 新 过 程 的 年 龄 ) 

设 对 某 设备 每 隔 一 个 单位 时 间 检 修一 次 ， 一 旦 发 现 它 坏 
了 ， 就 换 一 个 新 的 同类 设备 。 假 定 已 使 用 了 i 个 单位 时 间 的 
设备 在 下 一 个 单位 时 间 仍 不 坏 的 概率 为 p;:， 而 坏 掉 的 概率 为 
6.» 0<р4<1, ф4-54::-1,Сі--0,1,2,4). В Х.В 
п 该 设备 的 年 龄 ， 则 {Xa п-0,1,2,ҺР 是 一 个 时 齐 的 可 
数 状 态 的 马尔 可 夫 链 ， 且 

Gi ]=0 

ры=Р(Х,у=]\Х„=1)= Í О (6-23) 

p: ;1=1+1 
pi 二 0。 (C ў=б, )=т+1) 

+ ЖИЕНИ ЛЕШ ЕУ af ЖАКЕ ЫК n ЖО, БТ 
以 后 把 “时 齐 的 可 数 状 态 的 ”一 词 略 去 ， 而 简称 为 马尔 再 
夫 链 。 

定义 6.2。 设 {Х,, 7 二 0,1,2,…》 是 一 个 马尔 可 夫 链 ， 
下 是 其 状态 空间 ， 称 

Pis =P(Xari =j] Xai) G¿,j€E) 
为 其 〈 一 步 ) HERK, Ei te 作 元 素 构 成 的 矩阵 
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Р-б» ijEE) (这 符号 意思 是 ，P 是 一 个 矩阵 ， 
对 应 于 i 行 ; 列 之 元 素 为 p) KIH С) БЕРЕ 
阵 ， 简 称 转 移 和 矩阵 。 多 数 情况 下 ， 一 {0,1,2,…}， 这 时 
转移 矩阵 为 


P 
| фл, Pasi 22.2 
U: : : 
H T ЖАТ, ETATIS 2, MURRER PEH 
FFAA УА Е. 


称 
pV=P(Xn n=i| Xn=i) (i, jEE) 
为 {Xn，7 一 0,1,2,…} Bü п 步 转移 概率 ， 
P =(p i,jEE] 
п РНЕ 
在 有 限 阶 矩阵 中 ， 我 们 曾 定义 过 和 矩阵 的 加 法 和 乘法 ， 以 
及 数 与 所 阵 的 乘法 。 在 可 数 无 穷 阶 矩阵 中 ， 我 们 类 似 地 ， 也 
可 定义 矩阵 的 加 法 和 乘法 ， 以 及 数 与 矩阵 的 乘法 。 
设 
О=‹(а;› 2,76 E), К-бт,» ¿,J € E) 
аж“, а,» "ӘЛЕ, MEX 
Q+R=(qe;+rijs 1,7 GE) 
aQ=(aqij i, JEE) 
OR=( алы» 1,76 E) 


k€ F 


(当然 ， 只 有 对 每 个 i,j E 五 ， 级 数 Y\goaruy 收 敛 ，OR 才 
ТЄР 
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有 定义 。 而 在 五 为 有 限 集 的 情况 下 ， 即 @ 和 尺 丝 为 同 阶 ( 且 
AR) 方 阵 ，COR 自 然 有 意义 。) 

定义 6.3。 Ж ЕЖ-— и 32 8 27, О-(44,» 1,46 E), 
WR 


4720, Yy (对 一 切 i, jEE) 
1ЕЕ 


则 称 @ 是 一 个 准 随机 和 矩阵 。 特 别 地 ， Жам =1, (¿G E), 
ПКО ЖЕ ЛЕ o 
显然 ， 若 P =(P, i, € E) 是 某 个 马尔 可 夫 链 的 
п REER, (т>1), M| P o 必 为 随机 矩阵 。 
设 P=, i j EE) 是 某 个 马尔 可 夫 链 的 转移 矩阵 ， 
a 是 一 个 实数 ， 我 们 总 可 定义 
ар= (афа, 1,J ЄЕ) 
Р'=РР=( Уры» i, /еЕ) 


kEE 


ШЕШ: 由 于 0б<рьу<1, Dhl, 所 以 
FERO 


Хұмары (对 一 切 1,16Е) 
收敛 ， 因 此 卫 : 有 定义 。 类 似 地 ， 我 们 可 以 定义 
?个 
рР»=РР..Р 
命 古 6*1。 设 卫 习 是 某 个 马尔 可 夫 链 的 2 步 转移 矩阵 
(">1), PY = 了 是 其 〈 一 步 ) р, 
Р" =р" 从 而 PPm 一 Ponrm (n,m>1) 
(6.24) 
《作为 习题 ， 请 读者 自行 验证 。) 
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(6-24) Жз (К-С) 方程 式 。 
定义 6*4。 设 {Х,, ?= 0,1,2,…} 是 一 个 马尔 可 夫 链 ， 
EE 是 其 状态 空间 ， 称 
s= P(X Sj, Knitj, Xn=j|Xo=i) (6°25) 
为 由 i 出 发 经 7% 步 初 达 J КЖ (i,7 EE, n21) 。 称 


ft = P(U x,=iylx,=:i) (6-26) 
为 由 i 出 发 经 有 限 步 达 7 的 概率 (і,І6Е) 
显然 
f= гу G,jGE) (6-27) 
令 
1 Ж Хіті 


T =l n 当 Х,%у 1<y<n Ха-) (n>1) (6-28) 
оо 4 Xn 二) (п=1,2,') 
称 工 ;为 初 返 7 的 间隔 。 
显然 
PC =n|X =i)= А7 ар). 
| | (1,46Е) (6:29) 
P (T,=co|X =i)=1-fl; 
定义 6"5。 设 {Х„,п=0,1,2,++} 为 一 个 马尔 可 夫 链 ， 
Ж 


безР(П U (x,=;)lx,=:) (6-30) 


m=1 n=m 
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为 由 了 出 发 无 穷 多 次 达 j ВЕЖ, (2,76Е) 


称 
| 
m i == 4 ° (G: CE) (6:31) - 
| >л, # fr = 
为 由 i 出 发 初 返 i 的 平均 时 间 。 注 意 ， 即 使 fj =1, meth 
可 以 为 ce。 


在 例 6.1 中 ， 我 们 证 明 过 随机 徘徊 是 一 种 特殊 的 马尔 可 
去 链 ， 而 对 随机 徘徊 这 种 特殊 的 马尔 可 夫 链 ， 我 们 已 经 引进 
Жору» ЫН» ЕЖЕН СЕН. S 1 中 引进 的 g+, = 


У БТЕ (6-30) 中 定义 的 gf 是 不 同 的 ) ， 而 且 讨 


论 过 它们 的 一 些 关系 。 现 在 ， 对 一 般 的 马尔 可 夫 链 也 引进 了 
这 些 量 ， 并 且 还 引进 了 во. Ту, mo 这 些 量 。 我 们 自然 会 
亲 ， 这 些 量 之 间 是 否 也 有 类 似 S 1 中 的 那些 关 系 呢 ? TER 
们 就 介绍 这 些 量 之 间 的 一 些 关 系 。 但 是 ， 由 于 本 书 的 目的 只 
是 简略 地 介绍 一 些 随机 过 程 的 基本 内 容 ， 因 此 下 面 的 命题 只 
作 介 绍 ， 不 予 证 明 。 有 兴趣 的 读者 ， 可 进一步 参 看 文献 [1] 
的 8 2， 那 儿 有 详细 的 证 明 。 | | 
ф 16-2, É pis ҚУА ғә 如 前 所 定义 ， 则 有 


(1) B=D” (Ө,ЛЄЕ,л>1) (6-32) 
p=1 


(2) 8r i= fú 85 (i, JEE) (6-33) 
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3) 9р9 1 EE. Hg оо ТЕРА 
58) 212 Lf (ie ‚ 约定 ) (6,34) 


(4) Æ gúi=1, 12220, BU gi 二 1 (6.35) 
(5) +з =} ШАСЫ" (1,76Е) (6-36) 


ЖҮП gs JAE 0 即 为 ft; 9 5101 16081, Tu Н. 


“gi i= 1 «>|, =1” (637) 
(6) # FE =1, Ff 220, (ісер, W 
JE f= = ft =1 (6-35) 
Eii 66.) = Еа 63 = 1 (6-39) 
ы ЛЫҒЫ 81 = °° (6-40) 
EFEER m ЖІЕЖ с, Jë 
Фу cp (220) (6-41) 


(съ=Р|П Шах. |x=), 


т= 1 nam 


= = > Р(Хь-)1Х--4)) 
n=0 r, = 0 


м 


(7) (D/E) (6:42) 
(8) Нуеры Уран, (i,iEE) (6.43) 
kw; 


е 


• 133 • 





(本 命题 的 证 明 请 参看 文献 [1 的 8 2 及 命题 3.3) 
命题 6.3。 车 令 Faa), Pas) AAA 21) 
910000, n>0) 的 矩 母 通 数 


Fi, (s)= УК Р,,;(3) = Ука 


"8 | 
P, (s)=Ó; + Fils) Pils) (6:44) 
ТЕ. H (6°32) БЕ С EXB (6°44) 


习 m 
6.1+。 证 明 命题 6.1。 
62, ШЕНҢ (6416) 式 。 
6*3。 试 举 一 例 ， 它 不 是 马尔 可 夫 链 。 
6.4。 设 {E66， 上 二 1,2,…} 是 一 个 相互 独立 的 具有 公共 
分 布 的 取 非 负 整 值 的 随机 变量 序列 ，P(&4x=i)=at (1220) 


к-(хе) (n>1) 


WAR {X。，? 一 1,2,…} 是 否 为 马尔 可 夫 链 ? 如 果 是 的 ， 
那 末 其 状态 空间 与 转移 矩阵 是 什么 ? 
65, WiXa, п-0,1,2," y 是 例 6.2 中 的 分 枝 过 程 ， 且 
bi = P(X,,i=0|X,=1)>0, ЖЕ 
gi, [S 


(提示 : 4Х+=0}= [|{Х„=0}, АШ 
% 
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Р(Гүх„=онх, =1)>0, 


Р((іхь-іНха-)«а 
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7 可 数 状态 的 马尔 下 夫 链 ( 王 ) 
ОКА Мун ФЕ» 


在 这 一 节 中 ， 我 们 仅 研 究 时 齐 的 可 数 状态 的 马尔 可 夫 
链 ， 故 “时 齐 的 可 数 状态 的 ”一 词 略 而 不 写 ， 

же S 6 的 符号 。 恒 设 {Х„, п=0,1,2,--} ДЕМ 
尔 可 夫 链 ， 互 是 其 状态 空间 ， 2 Нпр В ж, 


> п) (mn) | ы ары. ы 
Р,, (s)= pa s", Ту. 是 从 二 出 发 经 4 步 初 达 j 的 概率 ， 


=!) 


со 


(n) 50 a - 
EE EOD s (A Ú x, 


па 1 n= =< m=1 Re 


А . 49) op | 
=i}|X,=i), z, =, CG, EE) a Min ЖЩ? 


出 发 初 返 i 的 平均 时 间 。 
Р-е(ф), 1,]СЁ) 

其 〈 一 步 ) НЫ 

(—) 状态 分 类 

定义 7*1.。 称 状态 空间 已 中 某 一 状态 是 常 返 的 ， 如 果 
大 1 一 1， 反 之 称 ; 是 非常 返 的 。 称 常 返 状 态 是 积 常 返 的 
(或 称 ; ЕКИ), Шт, Соо, КА г 是 消 常 返 
的 《或 称 之 为 零 状 态 ) 、 如 果 ma 一 -=。 
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定义 7.:2。 称 正 整数 集合 
11:17221, рї] >0} 
的 最 大 公 因 子 
G.C.D.{n:n>1, $1’}>0} 
为 状态 i 的 周期 ， 记 之 为 4:。 特 别 地 ， 若 di 二 1， 则 称 状态 
: ERAR. {nnl RDO 为 空 集 时 ， 我 们 不 考 
Шот 的 周期 。 
Жж: 是 积 常 返 状态 ， 且 4:=1, WE: АЗАРЫ Ж 
91 三 1， 则 称 :是 吸收 状态 。 
”显然 ， 吸 驳 状 态 必 为 遍历 状态 。 
现在 ， 我 们 来 看 看 非常 返 状态 、 常 返 状态 、 消 常 返 状 
态 、 积 常 返 状态 、 遍 历 状 态 与 吸收 状态 的 概率 直观 意义 。 所 
19 i 是 非常 返 的 ， 即 f*, <1, Wi 内, ;的 概率 意义 是 由 i 
出 发 经 有 限 步 达 i 的 概率 ， 所 以 i 是 非常 返 状 态 意 即 由 i 出 
发 经 有 有限 步 不 一 定 达 i 。 当 然 i 是 常 返 状态 意 即 由 i 出 发 经 
有 限 步 必 达 1 。 而 i 是 消 常 返 状态 意 即 由 i 出 发 经 有 限 步 必 
1, WA i BRIR 4 的 平均 时 间 是 c， i 是 积 常 返 状态 
ЕҢ: 出 发 经 有 限 步 必 达 i BJ i 出 发 初 达 i 的 平均 时 间 
<o., 而 遍历 状态 就 是 无 周期 的 积 常 返 状态 。 所 谓 i 是 吸收 
状态 意 即 马尔 可 夫 链 一 旦 进入 状态 i ， 则 以 后 此 马尔 可 夫 链 
永远 处 于 状态 i 。 
定义 7.3， Ri, 7 是 任意 两 个 状态 ， 若 存在 n 之 1， 使 
0553720, Щй ;可 达 ) ， 记 之 为 7J。 若 ;> j, j> 
1， 则 称 i 与 7 是 互通 的 ， 记 之 为 i < 一 > j。 
称 状态 空间 中 的 子 集合 C АИИ. ШЖ 
“ЄС, 1->1->/6С” 
〈 即 是 马尔 可 夫 链 一 旦 进入 C 中 某 一 状态 ， 则 以 后 此 马尔 可 
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夫 链 永远 在 C 中 的 状态 转移 ， 不 会 跑 出 C 外 。) 
称 状态 空间 EE 中 的 子 集 合 C 是 不 可 分 的 ， 如 果 C 是 封闭 
й НҢ | 
“CCC, CASAC SC” 
定理 7"1. (状态 的 判别 准则 ) 
(1) 7 是 非常 返 状态 志 >f7,;<<1 


<>8,1=0 >z, =] Фуу Соо (7:1) 
k= 0 | 


(2) ЖЖК, =1«=>ду,у=1 
gj j= (7,2) 
(3) КЕБА, 51, mjo 
<->2:,,-1,т;,;<Соо<->д?,;--оо,ту,;<Соо (7%3) 
(4) ЈЕНЕ, = 1, тузу оо 
<->2),,-1, т),;-оо<->д),) =co, ту, з= оо (7:4) 
证 .由 命 古 6.2 及 定义 7.I 可 直接 证 明定 理 7"1。 
定理 7*2。 对 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 E， 可 分 解 如 下 
E=NUR=NU(R° U Е*) (7-5) 
其 中 六 是 全 体 非 常 返 状 态 构 成 的 状态 集合 ， 尺 是 全 体 常 返 状 . 
态 构 成 的 状态 集合 , R' 是 全 体 消 常 返 状态 构成 的 状态 集合 ， 
R+ 是 全 体积 常 返 状态 构成 的 RERA., N, Ro, Rt 可 为 空 
集合 。 这 时 转移 矩阵 了 有 下 述 形式 
N R? Rt 





(Q Qo Q+ N 
?| Р, 0 | R° (7-6) 
o о P,J œ 
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此 即 Po、?+ 是 随机 和 矩阵 且 
( о» i J€ N)=Q 
(be j, 1EN,IE Е9)-00 
(ре, 1ЕУ,16 R*)=Q+ 
(bo i, J€ R°)= P. 
( 0)» isj ER+) 一 Pr 
piss=0, CHIER", IER’) 


bis1=0, (ШЕР, ЄК) 
证 (1) # i€R, Bl ft, =1, # fl, 20, MU H 
命题 6.2 (6) 有 fr. =l, M i ER。 这 就 证 明了 
“ICR, JC€N=fi, ; =0 =р,;=0” 
(2) 苛 :ER+ (MI ft, i=1, me <=) H 
,之 0， 则 出 命题 6.2(6) 知 
[тә f ,i=f7 ,1 =1 
НЕ т АЕ с, 1 
р" >с? (对 一 切 п2>0) 


了 了 
ТЕН ту, ;的 定义 及 (6.44) 得 
_1 ш -1 一 lim Е ‚„4(1)— Fy, 1(4) та 
а Кы CD 其) 
À 
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. z (m+ ny nem 
>lim(4 55 Р, 4 





ЖЫ )ER+。 这 就 证 明了 
“CR, ER 人 有 一 0 之 加 一 0 
(3) FIER", у, ,2>0, ИН 62201 77, : =1>0, 
BR JC R+, WH (2) 知 i ER+， 此 与 i ER? 的 假设 矛 
а. ЙЕН ТУ. 
“¿€C R°, ІСЕЗ->)?,;с-0->ф, 0” 
总 上 三 步 ， 定 理 7+2 获 证 。 
前 面 我 们 已 经 将 状态 空间 E 分 解 如 下 
E=NUR=NU(R'UR+:) | 
下 面 我 们 还 要 将 R"(R? ) 分 成 一 些 不 交 的 子 类 。 
定义 7.4。 Ri СР, 称 1 与 ;具有 互通 关系 ， 记 作 
i e> j WRF; D> 
注意 ， 由 命题 6.2 (6) 知 
Ін “i, JCR, ің) 具有 互通 关系 ”。， 可 以 推出 
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“=, S i р, 17 

EE, E — A AJE 

(а) ің) АН ЖС ART] 与 了 具有 
互通 关系 ， 

(b) i 与 i 具有 互通 关系 Cei); 

(с) 若 i1 与 i 其 有 互通 关系 (1<-> 门 ，7 НЕНЖЕ 
通关 系 Gk) , ШІ 与 具有 互通 关系 (i<—k) 。 

即 是 说 互通 关系 具有 : (а); (JARE, (с) 
传递 性 。 所 以 按 互 通关 系 可 以 把 RARE FEAA TE 
£, | ` 


Ro= [J R: 
rero 


其 中 T "为 有 限 指 标 集合 或 可 数 无 穷 指 标 集合 ， 使 得 ，i ,i 属 
于 同一 个 R+ 的 充 要 条 件 是 i <+—> i 。 
对 于 R+， 亦 可 引进 互通 关系 *<->” 并 作 类 似 的 分解 : 


к+= U Р; 


ets 
其 中 T+ 为 有 限 指标 集合 或 可 数 无 穷 指 标 集合 。 使 得 i,j 属 于 
同一 个 Rt 的 充 要 条 件 是 i <->і, 当 71 ,72 ET+，T1 诗 7: 时 ， 
К; MRI =e 
定理 7.3。 对 马尔 可 夫 链 的 状态 空间 巨 可 作 如 下 分 解 
EF=NU R=NU(CRU К+) 


=N. (U RUCU RF) (7-7) 
үсг0 тег 


ЗААРА, KIBER P RERIT 
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N R Rš Ri R; 

Q Qa Оо: Оз) Ош | М 

O Pa О o о R? 

О O P, O O R? 

P= : : 

O о О Pa, О R+ 

о о O O Phu ~ R; 
: ;: 2 1 1 

(7:8) 
即 是 


(bi, 1,;ЄК)=Р,, тЕГ” 
(тн, 1,]ЄЁт)у=Р+„ «СГ 
(bi, i, €N)=Q 
(bis IEN, ER )=Qo,r ТЕГ" 
(by (ЕМ,1С Rt)=Q.,, ҮЄГҮ 
p =O (HiER , jER') 
bi, =O (4 ЄР, JER) 
显然 Po, Р+ 皆 为 随 宙 和 矩阵，(>ET?"，9ET+) 。 
(=) 遍历 性 定理 
现在 我 们 来 研究 极限 
lim b, 
的 存在 性 问题 ， 以 及 当 此 极限 存在 时 ， 如 何 求 的 问题 。 
引 理 7.1。 设 {fa n1), {pns n220; 是 两 个 非 负 实数 
序列 ， 满 足 


со 


D a[i 9<1 psi (7-9) 


n=l 


(n) 
43 
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pn= У) fpr-, (n>1) (7.10) 


则 
G.C.D.{n:fa>0, n>1} 
=G.C.D.{n: pa >0,n>1} (7.11) 
证 令 
s=min{n: fn 2>0, n>1} 

ШІ s= min(n:p,2>20, ">1Ь ES 
dy=G.C.D.{n:fr>0, $<п М} 
du=G.C.D.{n:pa>0, s<n<M; 

则 显然 有 

d :一 "一 d 
没 dx=du， 往 证 duri = durio PXE, 


м 
фижа= СУ)У,фмаа- Ен 
уші 


Ж. fua, W фға>0, BE BI 2828420 8 
4м+у=С.С.О.{4у,М +1} 
=G.C.D.{dy, M+1}=dy+1 (7:12) 
E fun=0=pun, ЛИЯ (7-12) 得 Чм+,= 4м, 车 fu+: 一 
0, Px+1>0, 则 存在 у, & 
1< РМ, f, фм+а-,20 
因此 
4,|» 4м|(М+1—>) 
(此 处 ajb та 能 整除 95) ， 从 而 由 d=dy 得 du) (M + 
1), 4м|(М+1), Ы 
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Guy 一 du 一 du 一 du: 
总 之 ， 和 恒 有 
duri 一 dy+! (对 一 切 Мәз) 
过 纳 法 完成 ， 亦 即 证 明了 
di=di (对 一 切 12:5) 
因此 
G.C. D.n: f ,2>20, п221} 
=G.C.D.{n:f>0, п>} 


= lim (С.С.Р.\п: АҺ>9, зп) 


Е 一 op 
=lim d; = ай; 
Ке 一 co 


-С.С.П.Атіҙа>0, n>s} 
=G.C.D.In:pa2>0, n>1} 
EHTA 车 i 是 常 返 状态 ， 其 周期 为 4:， 则 


lim? iO б. (7-13) 


n— ті» 
(其 中 mts: 是 由 i 出 发 初 返 i 的 平均 时 间 。 当 b= Боо, а 
为 实数 时 ， 此 后 恒定 义 一 0) 
证 由于 i 是 固定 的 状态 ， 故 可 简 记 9、f43}、 dn 
714,4 为 ba, fa. d. m 显 然 {f，， п;®1}, 19,» .т2>0) G = 
引 理 7.1, 的 条 件 。 令 


Тат У) J, (n>0) (7-14) 


Yen+1 
则 由 i 是 常 返 状态 〈 从 而 те, =1) 得 
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n 


Topa =pr= У), фа-, = D ra —r,)bn-, 


y=1 val 


ЕЖ 


п 1-1 
У), ра-,= Ук, ра-1-, 
pug 


”-0 


FKE л 2>0„ BÆ тофө-1, ВТЦ 


Dp =1 (对 一 切 n>0 (7-15) 


3 = lim sup Pad 
n =o 


则 由 4d 是 周期 (从 而 px 一 0 4 k +0 (modd)) 及 如 之 0 得 知 
A4=limsup paa=limsup pr (7:16) 


因此 必 有 正 整数 列 {nx}， 使 lim пь= со В. 


(7:17) 


lm, а-а 
出 pn= Df ,pr-, 及 Dfr=1 可 证 ， 
9.1 тті 


“fs>0, lim b= 一 А=> lim b=,- =Å” 


所 以 ， 反 复 利 用 上 述 推理 可 证 ， 
。151。 





“一 >) cy31 Cj S; HERS fs; >0,1<017<п 


1-1 


Slm p, a= =” 
Ет“ 


用 引 理 7.1. 及 周期 d 的 定义 得 知 在 在 正 整 数 ; :， 使 fs 20, 
1< уи, d=G.C.D.{s1, So} 
所 以 ， 存 在 so， 使 


ч 
“ss0 sd= Усу” 


j=1 


因此 
lim Р скъсва А (24 125.) (7.18) 


пе (пе зо) А(7.15)3 ТЕ р,--0(282--0( той d)), 
有 


У) rra расава (7:19) 
ъ= 0 


当 r,s<co 时 ， 在 (7.19) 中 令 k->co 养 利用 控制 收敛 定理 


Ye 0 


EÉ (7:18) 得 


LL 8 0 


1= т > Y »афев,-ву-ъ)4 
0 


к» , 


=lim > ут, а Deon-s0-»)aE (Y) 
y= 0 


к-е,. 
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一 > r, alim фау-қслаба (7) 
r=0 ko 


=> rad (7°20) 


1 (Му<п,-%) 


(жа з= { 0 (ШМэ>пь--54) 


Ч Уеа оо, E 4 一 0。 总 之 不 论 何 时 ， 便 有 


д =1 (721) 


== = - 
> Tod 
y= 0 





又 因为 
f=0 (4 j=0 (шой 4)) 
所 以 
7 yd 一 >) F: = У! Їз==т,а+т-1 1<«таӣ 
У=?й+1 j= vd+m 
因此 把 上 式 对 m 从 1 到 4 求 和 得 
4-1 
dr, = У) Trdim 
mE 
ғР4%4-1 
r =+ 之 7} 
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从 而 


所 以 由 (7:21) 、 


系 1. і, Pu 


1 хх Ts 
4 24 i= (Z< Ym 
r= 0 j= vd m= 0 

ж» ° 4 “-1 


_1 
之 sy 


(7.22) 


(7-22) 得 


gd 

т 
limz£, = 4 
n. т 


: (л) 
lim p,“ 


4-- 


存在 的 充 要 条 件 是 4-1. # di=1 И 
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mpi = _1 ~0 


= тізі 
证 设 4d; 二 1， 由 定理 7"4 立 得 


. п 1 
lim рр 一 — 


пс ізі 
E >», шШңа2а УМ ЖЕНТ 478 
(nd;+1) 
ne i и 
` (nd; 
шп 一 % >J 
n>a t Misi 


DÍ pe, n>>0 } 有 两 个 收敛 到 不 同 极限 的 子 序列 ， 所 以 


з (л) 
шп bia 
不 存在 。 
A2. 对 任何 状态 i ， 平 均 遍 历 极 限 
1 < - 
т - Хр 
ъ= n үші1 


BERS а/п (02-0) 


( 当 i 为 非常 返 状 态 时 ， 系 2 显然 成 立 ) 
证 设 i 为 常 返 状态 。 令 [x] 表 不 大 于 x 的 最 大 整数 ， 
再 令 =d Hi ZA, W 
[J-i 


1 Д 
1 (Её+т) 1 (ғ) 
22 ` ы." <- 2) ini 
m= 1 k= 0 p=] 
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4 г" ]+1 
5292 > p tt (7-23) 


нт: 的 周期 ， 所 以 
р =0 (4 s 专 0(modt)) 
因此 (7.23) 化 为 
е7: 











1. > рик! о <1 > pp 
4-0 
< 1 [+ ]+1 : 
(kit f 
< > Вы (724) 
Ш (7-24) 257734 n> 时 的 极限 为 
[а] ы 
1 t 
=z] > ра? Н 
t кті 
定理 7.4。 t 1 1 
Misi + mi (7.25) 





ф (7-25) ЯНЕ(724)Ң Ы co 时 的 极限 亦 为 一 。 
总 之 


limt > м =L 


人 一 oo 1 а 


定理 7*5。 设 Р" (ps? ,:,уЄ Е) Ж ЧК И ЖЕ 
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зе: (тегтн + рилет эктон ИА ВАНИНЫ ИЧА адуи, арат ----әк- 2. 0 2.2222. 


. - 
+ ха мш, — 





-ry 


л 步 转移 概率 和 矩阵，B= 二 NU R'UR+ 
(1) 对 任何 i€EE，iE R+， 总 有 
limpang =0 (7°26) 


(2) We f ¿€ E, jERt 车 令 тей, 为 i 之 周 


Ж, mí, = уулу 2 为 从 7 了 出 发 初 返 ; 的 平均 时 间 ， 再 令 


fis (r)=> far n (1<r=t) (7,27) 


则 





Шарбан, (r)— (таир) (7-28) 
n= тҙ,; 


证 (1) 1<М< п, й{йб6-2Җ 
pi” = far Ру”! 


-> f >т?” + 5 ДИД, ете 


т" М+І 


<> fp pr У) fé G¿,j€E)G:29) 


s= M+ 1 


而 由 命题 6.2， 当 j EN (非常 返 状 态 ) 时 ， 有 
lim bay =0 (7-30) 
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Т - ину (7-31) 
TU 550 (modi) 时 ， руу =0 Pri 

т pri” =0 (JER?) (7°32) 
Ж, ЖҰ (7.29) PES n>, 12 M> co 并 注意 
(7-32) Қ 

之 е, < 
可 得 

im bi? =0 (GER?) (7.33) 
H (7:20). (7:33) 得 

lm рь -0 (ЕЕ 16Е) (7:34) 


(2) вт (7-29) R piy =0 (ОҢ k0 (mod 4;)) 


可 得 


nitr 
көзіст) __ SA gio) inttr- 99 
РЫ; = >; f, Pjs 

y= 1 


s (т) (744%т- pi 
да 14) Фуу 
НЕЕ ТЕА 
т-т(той1) 


+77 рл" 
+) 2% 
l1<mt+r<nt+r 
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п 
=P М" ру"? (Єр) (7-55) 
т= 0 


(注意 t=d;) 
WA, ER 1<]М<п, H (7.35) 得 


М 


(тъ т) (пете =< (nttr) 
D fu b pis 


m= 0 


M 
«Урне p, gero 十 5) рт" Ci, EE) 
m= 0 


m=M+i 
(7,36) 
而 由 定理 7.4 有 
lim рл “... (jER) (7-37) 


而 由 Ж, О) 的 定义 有 


lim > ы? =, б) (ЕЕ) ов 
M> 1+ 


在 (7.36) Ф т оо Мәс 并 注意 (7.37) 、 
(7-38) 可 得 


* 
lim б” ар C) GE, € R:) 
Misi 


п» о 


定理 7,5 证 毕 。 
定理 7.6， ЖР (з ，1s7 CE) 是 某 个 马尔 可 夫 SE 
的 71 步 转移 概率 矩阵 ， 则 对 任意 的 JEE, E 
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im 1 Буру =льу= i ff, (139) 


5 


存在 。 
证 令 状 态 7 的 周期 dz 一: 
(1) 设 1€E，jER'， 则 由 定理 7。 5 (1) 立 即 可 得 


lim — L 5) бмр =m, 存在 。 


пә Й 
(2) 设 i€E, ;€ R*, H 


+ P pi? r) 


[sj-: 1 п 
=„( > УН + 之 м”) (7-40) 
"n rl ili i+ 
0 <limsup’ 1 > Р? ) 
"7% к-[1 r+ 
<limsup[ + )= 0 (7-41) 


又 由 定理 7.5 (2) 有 


Га '1- 104 
>> > рит? 
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= 1 ор (7-42) 





21 (7:41) , (7-42) RA (7:40) 得 





п 

1 

lim 一 > Ре) жалң,у== 
”-і 


ж 
no П БЕ 


Misi 
存在 。 | 
(=) 平均 遍历 极 恨 的 求法 
在 定理 7.6 中 ， 我 们 证 明了 平均 遍历 极限 

ша УМ mi ай, (ЈЕВ) 
恒 存 在 。 现 在 我 们 来 讨论 如 何 从 一 步 转移 EE Р= (рг, 
i JEE) 来 求 m, (ij EE)。 我 们 不 拟 对 一 般 的 转移 和 
阵 了 来 求 wt,1， 仅 对 特殊 的 转移 矩阵 PD (不 可 约 的 ) Ж 


f 求 Лғујо 


定义 7.5， 设 Р=(р,з,, EB) 是 某 马尔 可 夫 链 的 转移 
ERE, ЖР (RERE) 是 不 可 约 的 ， 如 果 互 中 任意 二 状态 
i 和 j 都 是 互通 的 : i < 一 >j R ЖР RRE) 是 可 的 
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2 
易 兄 王 为 不 可 级 的 充 要 条 件 是 ， 忆 不 含 封闭 的 真 于 集 。 
下 面 我 们 引进 几 个 符号 。 
设 五 为 可 数 集合 。 我 们 用 x 、#… 表 定义 域 为 F 的 列 向 
量 。 ШЕ = 二 {0,1,2,…}， 那么 


| | 
= | | 
| р) 


ША x'. усех, уН, ШЕ, р 是 定义 域 为 
互 的 行 向 量 
х'<=(Хе, Xis Хз, ‚Ө 


再 令 


ГА fy, КЕ 
Y = Ро, із): ) 


1 
1 
1 


1 = 


| 
| 
| 


约定 x 之 0 意 即 x 之 每 一 分 量 资 之 0 。 
采用 符号 
(D=( Sl |<, w (ха, ЄВ) 
СЕ 
ия 
= : xil со, 2 _ f 
CD sleds єк)! 
ЖЕСЕ | 
Xi 
= 4: |x: | <cə, r =Í ) 
e= (= pels salep) 
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(1#)={Х'; Жун соз, ж'—=(х, ТЄ ЕУ) 
гу Р БИРЕЛ Е ЗОН BJ 2 ЫК, 
(ІУ ХЕРЕ КИЕ ЕЛИ ХОН 45 RAIT E 3: 
ж. | | | ‚ 
ЖЕ 7.7. PEP = (ра, 2,1,76 E) 是 某 个 马尔 可 夫 链 的 转 
BER, PETTA, £ 


т 


тә-іт L 5) ру; (1,768) 
по т = 1 


H = (Gi, i, JEE) 
(1) 解 
ADE: <x'p=x', х']®0, х'Є(1)>, 
(а) 若 左 方程 有 非 0 Ex (这 时 ， 可 证 其 解 差 一 常数 
倍 是 唯一 的 ) ， 则 
五 二 R11， 即 B 出 一 个 积 常 返 类 所 构成 。 而 且 
П--іл” 


Я рл’ = и 271-1 


Ш ПУНА Е, 5152 910071. 
(2) 车 左 方程 只 有 О, ПІ 
E=N БЖШЕ-Е) 
ЕЕ ЖЖ ЧЕ АЛА АННЫ» Du ИВ ЭЕ 
жошы 


Кы: 





H= 0 
ИЕ = N =s ЕБЕР 
(2) 解 
АЗ. «Ау=у, 0220, y€ (mg- (3 )2, 
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其 中 7 是 互 中 任 一 状态 ，4 是 由 了 去 掉 第 у 4728 ; 列 而 得 之 
余 阵 。 则 

“ 右 方 程 有 非 0 解 寺 >E=N” 

在 8 6 中 ， 我 们 曾经 给 出 过 几 个 马尔 可 夫 链 的 例子 。 在 
这 一 节 中 ， 我 们 将 要 求 出 它们 的 平均 遍历 极限 矩阵 


У 
Л =(1:,3, 1,} G€ E) пт Эфе 


{17.1 (PF97661) 。 设 {X。，?=0,1,2,…} 是 直线 上 的 
整数 点 上 的 贝 努 利 随机 徘徊 《当然 是 马尔 可 夫 链 ) ， 于 是 状 
态 空间 ={0, 十 1， 土 2,…} 转 移 矩 阵 了 二 (pt,:，i,j EE) 

Diys-i=qs Pipit = Di (ЕЕ) 
ф>0 4:20 04 二 加 一 1 (ICE) 
br,s=0 0121—3121, 1,16Е) 
显然 了 是 不 可 约 的 《因为 任意 二 状态 都 是 互通 的 ) ， 每 
一 个 状态 i 的 周期 4; =d=2 
利用 定理 7,7， 解 
EREK P=x', х';®0, х'Є(1)> 
易 见 
X P= x (注意 ; x =(xs,i€E)) 

等 价 于 
Хас-)-і Х-1-Ғ4і1 Xı Хашфр-і X-1 +qxi 
Хіз-)4Х0-544Хі Х-ітр-Х-)-54050 (7-43) 
X3a 一 加 Xi 十 03X3 Х-ашер-аХ-3-К4-1Х-4 


车 注意 х= рахе фасх, (ЕЕ), ШЕЖЕ 5 


(%-4%-- q аУ- (рх: 一 Qit+1X4+1) 一 C 
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(CEE) (7:44) 


90, н 
Mc= 5 (Pi-1Xi-1— qxi) 
得 
М 
[Mc] <2 Xile] (M>1) . (7-45) 


ТИШ х^Р=х' 等 价 于 (7.44) ， 再 注意 (7.45) 得 
Kx’ P=, x' € (1)> 
的 通 解 为 
. (Pi-iXi-1 — gixi)=0 CEE) (7,46) 
的 通 解 。 
ІШ (7-46) 的 通 解 为 


it (2>0) 
192-91 
(7.47) 


-404-17%4-ні 
X-i рар ры е Ci <0) 


Фф 


3 = < Popit pi-i gt 
121 ` 814254: 2-1ф-1'ф-4 


WAK P=x', x € (1) 光 的 通 解 为 (7.47) 可 看 出 
(1) 当 5<co 时 ， 
ЖОЖ, <x'P=x', x'>0, x” € (1)2>#3E 0 Ж 
X 一 (xi x € E) 
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其 中 Yo 一 1 和 (>0), 


до@-4°7°@0-ї+1 - 
Xi = 994177192051, (10 
ф-1ф-›°ў-+ ) ， 


后 以 由 定理 7"7〈1 ) ЯН 
Е-Е 


1 1 
=l” л! 一 -一 一 = x’ 
П әлі 1+5 


(2) 34 ó =% 时 ， 

ERE: «Рах, Хо» x Є(1)»ЯЯ 0 Ж. Br 
ДП-0, ҢЕ=МЕ К? KZE = МЯА? 

令 4 为 P 去 掉 第 0 行 第 0 列 所 得 之 余 阵 。 解 

Ж. <Ау-т» 92%, «б(тғ-0,2> 


由 Ay=y, (其 中 ;= 人 ) 为 列 向 量 ) 





1EE—{0} 
pam (1+ ГІ уы (ірі) (7°48) 
,-і-і- (1+ рі T 0-1 Ше, (:2-1) 
6-і 6-1°°4- 
(веса) 
і PaPe 
d= (1 tit 000724 ) 
6-і -1@-2 


mHE. (2) 得 
(а) 9,=0,= cc 之 右 方程 只 有 10 解 之 也 一 R! 
‚ 196 • ` 





(b) 9:，0: 中 至 少 有 一 个 为 有 限 数 之 

右 方程 有 非 0 Ж =» E = N =, 

317.2 (06.2) „ WiXa n=0,1,2, hÆ 6.2 Pr 
定义 的 分 枝 过 程 ， 了 =(pi,;，i,; ЄЕ)Ж ИЕЛЕ BE, E= 
410,1, 2, poss=60,;s ()ЕЕ), 


i 
Pisj= >; Пь... 


ë= 


У 574 
3-1 


= > Пі», б>, і>0) (1-49) 


=D pesë (1511) 


是 其 本 原 矩 母 函 数 。 由 定理 2.7 得 
о=йпР(Х„=0|Хо= 1) 


=lim 2/9 =p (i2>0) (7.50) 

其 中 p 由 下 面 的 办 法 确定 

(а) Ж н=}'(1)<1, р1<1, Mj о=1; 

(b) 车 co>p>l о Ж ;=f(s) 在 [0,1) 内 之 唯一 
根 。 

不 妨 令 р:,020, 从 而 #010220 (1220) 这 时 ， 
ПА, шісі 时 ，i 是 非常 返 状态 ，i 二 0 是 积 常 返 状态 。 

> 
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(因为 boso=ls 从 而 pan =1, (0220), W 80,0 = 


=>; Ж) = оо, тат У) п fun =f 一 加 ,0 一 1， 所 以 
сы 


nel 


0 是 积 常 返 状态 ) 
因此 ， 由 定理 7.5 及 (7.50) 得 


итә) [0 当 i-1,2, FEE 


kaws 0 当 1-0 IEE 
当然 更 有 . 
0 є j=1,2,- 16Е 
Je = { | А 
ot 当 j=0 іЄЕ 
即 是 
1 0 0 
П- о 0 0 
ot 0 O 


例 7.3 ( 续 例 6.3) 。 设 (X,,n=1,2,- ЕК 是 例 6.3 中 所 
定义 的 颈 入 马尔 可 夫 链 。 其 状态 空间 E={0,1,2,…}, Ж 
ВЖЖ 

bo,s=pi,1=k: |-0,1,2,-" 
“ф,з=Ёз-азї (1]7>2,)=0,1,2,+-) 


其 中 ka>, (т>>0), kn=1, 当 m<0 时 ， 补 定义 ka 


m= 0 


=0。 即 是 其 转移 矩阵 卫 如 下 
‚ 168 ° 





(ko kı k, Кз 

ko k, k2 k; 

Р= 0 kb ki k, 
0 0 ko k. 


Н Н : : 
а а аа 


不 妨 设 220, К+. 62 0。 否则 是 不 足 道 的 情况 。 
现在 我 们 能 否 用 例 7.1 和 和 例 7.3 的 方法 来 求 耳 呢 ? 显然 不 
能 了 ， 因 为 现在 
x P=x' 
是 无 穷 个 方程 式 ， 而 方程 式 的 变量 的 个 数 是 无 穷 的 ， 我 们 用 
什么 方法 来 求 五 呢 ? 仔细 观察 一 下 了 的 形状 ， 我 们 发 现 了 的 
各 行 还 是 有 规则 的 ， 后 一 行 恰 是 前 一 行 往 右 错 一 位 。 于 是 我 
TA ERAR” HIERE. 
由 了 的 形状 及 k,>0, katk: 4-->0 (不 妨 设 有 i2, 
к >O ЯЙ, ОНЫ ені (АЖ t>o, 18 
过 一 步 可 达 i 一 1，…，i 经 过 i 一 1 步 可 达 1，i 经 过 i 
步 可 达 0 (因为 Ко2>20) ， 这 就 说 明 
1->2--1->--->1->0->і 
WBHO, 1, i} PERC АЕ НІНІ, (12. БІЗЕ(1, 
1+1, е, A МЕН ҚАУЫН, AMO, 1, 2, 
"гінен ТЕН ІІ. НЕ ЛК, рй 
10,1,2,-е."і) 
. 中 任意 二 个 状态 都 是 互通 的 ，(n 之 1， і>2), 所 以 五 
二 {0,1,2,…} 中 任意 二 个 状态 都 是 互通 的 ， 亦 FB ?是 不 可 
约 的 。 
现在 我 们 利用 矩 母 函 数 的 方法 来 求 卫 。 令 
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KG) “из, KO Хе (1s1<1 





з= 0 ї=ў 
其 中 
x! = (Xo, X1,%2 t) Є (1) 
> 
1 N 
A= ° | 
s? | 
:| 
出 
XP=x’ ex =x PA (151<1) 
(K(s) \ 
| 
,天 (3 ) | 
<=>{Х(3)=х” sK(s) |= K(s)(X +x, +525 
SKG) trs? +e) 


<=>sX(s)=K(s)(xos Xs +5252 +з? +e) 
=K(s)(xo(s—1)+X(s)) 


<>X(s) = (1+|}<1) (7:51) 


注意 ， 由 了 之 形式 知 


х! == xf Р ` 
БИЕ x 二 (x6 оха оо, УЙ ЈЕ 
X! = (x, Xi Xy | )> Oro > 0 (7.52) 


ЖЕЛЕ 0 Жо”, Шлх”-л”Р,хФ>0,х7%0,х7 (1), 
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则 由 (7.51)、(7.52) 得 
K(s)—s _ xo K(s) ШЕТ 





1-5 Х{($) | 
(х”>0, x' € (1), X> 0) (7-53) 
38 (7-53) WAX s 个 工 了 到 极限 并 用 洛 必 大 法 则 可 得 
rr gm K'(s)—1 1 K(s)—s 
1—K’(1)= lim - lm 
т XokK(s) _ Xx 0 | (7-54) 





ча Хз) ХИ) 
1: К/(1)<1, ВТ 
(1) #К/'(1)>1, ШелЕЛЖОЯЬ, ТЕП =0, 
HE=N Ber E= Ru, 
(2) #K'(1)<1, MH (7510Ж 


_ (= KC) КЕ 
X(s)= К{з)— (7 55) 
可 知 X(s) 之 系数 х'=(х,,х., х›, 90] ДЫ 
xX’ = x” P 


而 今 хо =X(0)=K(0)/K(0)=1>0 
-所 以 由 (7-52) Я 

ха>0 1-0,1,2,-- 
又 . 


Уух =X(1)=limX(;) 
i= 8 St 


=] (1-3/К(5) _}; (1—) 
一 
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(7.54) i со . 
-K < (7°56) 


WE х/=(хә,ху,х» EERE — Fd 0 Ж, ЭТА 


H=1=z = i .1х” 





210756) (1-к(1ууғіх 


E=R: 

究竟 什么 时 候 E = N+ ҒАН SE = Ri R? 我 们 只 给 
出 结论 ， 就 不 予 证 明了 。 

当 K'(1)=1 BF, Е = К; 

ш К'(1)>1 f, Ез М, 

97-4 ( 续 例 6.4) o B {Xans п-0,1,2,-- 306-407 
定义 的 交换 过 程 ， 其 状态 空间 互 ={0,1,2,…}， 其 转移 矩阵 
PH 

P=(bas і, ЄЕ) 


тіп(ё 7) 


_ ` ipmpi-mp—4. Aim 
Dis; 一 之 Сар 4 е (і-т)! 





(1.16 Е,АЖІЕЖ, 0<р<1, p+q=1,) (7°57) 
其 中 Cs 为 ТЫ" ИН. 
显然 ， 对 任何 i ,i EE，p4,; 之 0， 所 以 了 是 不 可 约 的 。 
仿 例 7.3， 我 们 用 母 函 数 方 法 来 求 卫 。 令 
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ф‹(в) = Уре, 5201220, 151<10 (7:58) 


359 


MJ x =x P 等 价 于 


(909) °° 
XG)=w PA =m фа) = Зури) (7*59) 
KHOI 70 


И (7-57) 代入 (7"58) 得 


со min(i, j) 


. AJ-m 
ф:(5) = Сартаб "ет 一 一 一 一 
之 之 P4 Cm) 





© j 
=>) > Ср" me! СЕ 


5 
3-0 m= 0 m)! 





+ 5) 5) счете, д?" 


j=4+1 m=0 п) * 


= тлі-т А _(3)4-" 
>с! Аы > G mr 


‚Ус: (ps)mgqi-me-2 5); gonn 


ша (7 =т)р 
= сі таі-ты-А (hs)i-m 
Deoa 5) G 
=¢ 9-0 (ps +g)! (7-60) 
173» 





以 (7:60) ЖА (7°59) 得 知 
х'=х”Р 


等 价 于 


X(s)= у}ууХае* D (рзд) =e% 909 XCps +4) 


i= 0 


67.61) 
£ 
1: 
Y(s)=e © Х(5) T(s)=bs+4 (7-62) 
代入 (7° 61) 得 知 x = x! 了 等 价 于 
Y(s)=Y(T(s)) (7,63) 
所 以 若 令 


Т.(8)-Т»-(Т(5)), (22, T (s)=T(s)) M 
H (7:63) 得 

Y(s)=Y(T',(s)) (n>1) (7-64) 
而 当 0<s<1 ІМ, T(s)AE s 的 严格 上 升 函 数 ， 所 以 当 о<5 
<1 时 有 

s=ps+qs<bpbs+q=T(s)<T(ps+ 4) 
f =T,(s)---<T,(s)<1 (т>1) 
因此 当 0<s<1, пл = 时 ，7。(35) 单 调 上 升 地 趋 于 c(s) 
limT,(s)=c(s) (0<s<1) (765). 


而 T(s*) 是 s 的 连续 函数 ， 所 以 
Т(о())=Т(ШаТ»„(5)) =limT(T,Cs)) 


=limT,,,(s)=o(s) (0<s <1) (7°66) 
ІН (7:62). (7-66), 8 
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bo(s)+g=0(s) (0<<1ў 
斯 以 Е 


(= E] (0<<5<21) | (7:67) 
ИҢ, ІҢ (7-64), (7-65), (7-67) RYG) BERR 
数 可 得 


ж 
=Y(o(s))=Y(1)=C (0<s<1) 
所 以 
Х (з) е Y(s)=ce + 
到 


9-0 h аууы) 
则 x/ 是 左 方程 的 一 个 非 0 解 。 因 此 


„3 
П=1х' „е a 
Е= ЁТ 
67-5 (С 6-5). Ж {Х», п=0,1,2,--} ЕЙ 6.5 Pf 
定义 的 离散 的 更 新 过 程 的 年 龄 ， 其 状态 空间 为 B={0,1, 2, 
…}，。 其 转移 矩阵 为 
P=(bi, з ¿,)€ E) 
(qi ]=0 ІЕЕ 
bi, = p: j=i+1 iEE Ogis pi <1 
bi =0 (4750, jÆi+1, 1ЄЕ) 
HE 
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qa b 0 0 O 
P= q 0 b 0 
4з 0 0 р. 0 


© 


ех P 等 价 于 


о 
Xo = riq 


imo 


x= box 
Хаз"Ә л-і Ха-і 


所 以 x =x P 之 解 为 
Xn 一 加 -1 Pn-2""poxo (п221) 
令 


6 =$] poti pn 


(1) 当 6<oo 时 
х7 =(1, popod, Pobi bn) 
是 左 方程 的 一 个 非 0 解 。 所 以 
_ 1. 
Пет 
E=R} 
(2) 当 6= cc 时 ， 左 方程 具有 0 Ж, 所 以 开 = 0, E 
=N ЖЕ-Р?, 为 判断 二 NN 或 E=R'。 解 右 方程 。 SA 
是 将 P 划 去 第 0 行 第 0 列 所 得 之 余 阵 。 解 
4176» 
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ЯЛЖ«<«Аут-у», 20, ;6(ті-оу)»», Ж. 


(а) =, @ё=][р,=0>Е= ЕХ 


4-0 


(6) ó=co б>0--Е--М 


3 题 


7*1. 设 马尔 可 夫 链 {X。，7n 二 0,1,2,…} 的 状态 空间 E = 
{0，1}， 其 转移 矩阵 


ке 


试 求 P?。 再 设 [po, ot pis1~1|<1, 试用 数学 归纳 法 证 明 





1 1—pis: 1—po,o 
Пв- Р 
2 一 加 ,一 ИЙ Pi,: 1— е) 
+ (озері ra- Poso -(1-фо,») 
2— Розо pisi --(1-),1) 1— pis: 
(т;>1) 
从 而 证 明 
їйїр -Ін 0 1 一 __ 
Poo АР, 2—ро,о— фі,1 
im M =lim в 1— ро, е 
0%, 12, а 2— po, 0— Piz: 


2 RA 1, 2,… ,6 共 六 个 数字 ， 从 其 中 随机 地 取 一 
个 ， 到 中 之 数字 用 六 ж>. 对 n> 1 Z X, 是 从 1， 2, ` 
X. KX, ,个 数字 中 取 中 之 数字 。， 试 证 1X ні, 
是 一 个 马尔 可 夫 链 。 并 求 出 其 状态 空间 E， 一 步 ， 二 步 转移 
矩阵 。 

3 ”独立 地 重复 抛掷 一 个 硬 节 ， 每 次 抛 搓 出 现 正 面 的 概 
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率 为 p,0<p<1， 出 现 反面 的 概率 为 0=1—р. ФХ, 2 т 
次 抛 据 中 出 现 正 面 的 总 次 数 ， (24), 3АШЕ(Ха,п--1,2, 
…} 是 一 个 马尔 可 夫 链 ， 并 求 出 其 状 态 SEE, ~H, OF 
转移 矩阵 。 

4 设 马尔 可 夫 链 {Х„,т>0} 的 状态 空间 E 是 有 限 集 
2, WEE 中 没有 消 常 返 状态 ， 再 证 (平均 遍历 极限 悠 
Ek) 没有 0 列 的 充 要 条 件 是 王 中 没有 非常 返 状 态 。 (所 谓 一 
MERS О 列 ， 意 即 它 有 一 列 其 元 素 全 为 0 ) 


5 设 {Xs，? 之 0} 是 一 个 马尔 可 夫 链 ， 状 б 空间 E= 
10,1,» > 
Z,(n)= 位 当 X,=k 


ЕЕЕ п=1,2,-- 
0:4 Х,=4 К 


Мк(п)= DS Zem) 


m=i 


Мұ оо)= S Zelm) 


P=(bs i, 4, E E ) 是 转移 矩阵 , 试 说 明 Ns(n) 和 Ns(o0) 
的 概率 意义 ， 并 求 出 P(N)>01Xo= 门 (;,k € E) 

6 设 马尔 可 夫 链 {X。，+z 宇 0} 的 状态 空间 E=1{0,1,2, 
=» 转移 矩阵 了 = (р, i j EE), фо,о==а0 фәзіт а» 
be j =0, (7j>1)， 当 1221 BF, be,cimae фун. 
bi j= 0, ( 当 ¿i=j І-ІІІ). H а‹+Ф‹=1, 
(ЕЕ), а>>9, G21), b:>0, (220). АЖ 


ro ваъ X> 05 (i, JEE) 


HE ЕН ААА АЛАТЫ R, 
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58 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 研究 可 数 状态 的 马尔 可 夫 过 程 的 
一 些 基 本 概念 。 , 

定义 8*1。 设 1(Х,, 4610, со)} 是 一 族 随 机 变量 ， 每 
个 XX 所 可 能 取 的 值 曾 属于 E，E 是 可 数 集合 (通常 = 
{10，1，2，…} 或 {0， 土 I， 土 2，…})。 如 果 对 每 一 个 正 
Жл 0о 9..1, {ios irs "i СЕ, #6 

Р(Хь=1,.|Хь 一 In се, Xi = iu X,,=i) 

=P(X:,= inl Xenia) (8-1) 
(24 Р(Х„.ү=1»„-1, +з, Х,,=її, Xi 一 to)>0) 则 称 
{Xi，tE€ [0，co)} 是 一 个 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 ， 王 称 
为 其 状态 空间 ， 卫 =[0，co) 称 为 其 时 间 参 数 集 。 

定理 8"I。 (Ehr tE) É 4X., 2670, со)} 是 一 族 随 
ELER., SAX 所 可 能 取 的 值 此 属于 巨 ， 巨 是 一 个 可 数 集 
人 台 。 列 下 列 陈述 等 价 

(1) {Xs 1660, so): 是 一 个 可 数 状 态 的 马尔 可 夫 
过 程 ; 

(2) (8+1) 式 成 立 ; 

(3) HEERA mn, [É OKL < <t, 
Citn С" аы, 任何 {ios dis 5%, іл» 1,1, .... 
і"ЕСЕ, HE 

РОХа = io эе, Хеш рс, Xia- intis 


Хакы = inem Хе, in) 
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=Р(Х,„=«‚ +, Xinin- X=) is 
Р(Хї„„у==1«+а, `" Xinin inta] 
Ха, tn) . (8-2) 
(4) 对 任何 正 整数 x， 任 何 0 和 to<tai<…<tn， 任 
何 dios iss +, 1.) СЕ, KHE 
P(KX.=is Xi, =i, бе, Xi™in) 
= E P =k) PCX: =i, | =k) P(X: =i, [Xrm 


io) • o e P(Xi,=:i,]Xi,-,= Ia-i) (8-3) 

证 明 仿 定理 6*1。 

定义 8:2。 Ж ОР(Х,+к»=у|Х,„=)=Р(Х,=)|Х,= 
i), (1, jEE, 0<5<1, і>0, P(X,=i)P(X,.,=i)> 
0)， 则 称 (X, 1610, со)} 是 时 齐 的 。 

本 节 所 研究 的 马尔 可 夫 过 程 ， 都 是 时 齐 的， 可 数 状态 - 
的 ， 所 以 “时 齐 的 可 数 状 态 的 ” 咯 去 不 写 了 。 | 

W (Ха, 1610, о°)} 是 一 个 以 为 状态 空间 的 马尔 
可 夫 过 程 ， 则 称 

bi, z(t)==P(X:+ =j|X =i) (ї,]Є E ,t220) 
为 {Xas 1610, oo) Кр “J í H, 2: Z° BBB] z 35 ; КИ 
Жоқ», ЫЖ. WER 

P(t)=(b;, (t), ¿,j ЕЕ) 

为 {Ха 1610, о) 的 转移 概率 矩阵 ， 简 #k 3⁄2 РЕ. 
显然 bo (20, b's ()=1 (і, ЈЄЕ, t20), 


-在 这 一 节 中 ， 经 常 比 较 和 矩阵 的 大 小 ， 计 算 和 矩阵 的 极限 、 
微 商 ， 积 分 …， 这 些 运 算 都 是 逐 元 意义 的 。 例 如 
Р(1)=(р:,:(1), 1,16 E), 
R(t)=(v;, (1), 2,1 ЕЕ), 


• 180 • 





Р()у>К(тї) 
ЖЕ 1,30 >т{,‚;(1) (对 一 切 i, EE), 
P'(1)=(p' i, (t), 1,1 Е), 


) PCDdi= (ы (Dar, 1,16 E) 


"68.1, HAE- ISRARI {Xe 1610, оо)} 的 
转移 矩阵 РО), АЯ 
P(s)P(t)=P(s+i) (5, t>0) 
ERARA (К-С) 方程 式 。 
ЕЖ. POPO) 总 是 有 意义 的 ， 因 为 它 的 第 1 行 第 
列 的 元 素 为 
22 tbr С) 


简 此 级 数 是 非 负 项 级 数 , 每 一 项 pi,s(s)pr, (1) ре, (s), 
所 以 此 级 数 收敛 。 

命题 8.1 的 证 明 ， 作 为 一 个 习题 留 给 读者 自 证 。 

例 8.1。 设 (Х., 1670, сор 是 3 中 所 定义 的 泊 松 
过 程 ， 则 它 是 一 个 以 五 ={0，1，2，…} 为 状态 空间 的 马尔 
可 夫 过 程 。 其 转移 矩阵 为 

P(t)=(b:,:(t), 2,320), 
0 іі 
vi-i(t) ірі 


ук(ї)=е-+' 34 (2220, к=0, 1, 2, +) 


po (= Í (1220) (8-4) 


(8.5) 
证 。 ERE л, H O< t <t, <: < tn 任 取 
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i Si iS Si, H 4Х., 1610, оо)} 具有 当 立 的 平稳 
增 量 得 知 | 
Р(Х,,=і,, Хазі!, í Ха) 
=P(X,=is ХХі, ое, 
Xi Хер Sin lai ) 
=Р(Х,=ҺЬ)Р(Х‹.а,= 1—1) 
Р(Х у= іа ia) (8-6) 
所 以 | 
P(Xi=in| Ro =, s +, Хаз, Xu =tio) 
= Р(Х,,0,-,8 1а -іа-1) 
= Vining (tn— tn-1) (8-7) 
定之 可 证 
Р(Х„=1„]Х„--1„.,) = Vinin (tn—tn-1) (88) 
坟 说明 对 任何 正 整数 %， 任 何 Ott Letn, E 
E í Si isu Е A ЖЕЖ, (8-1) Жу. ІШТЕ 
isi S< <i, 不成立 时， 有 两 种 可 能 
(а) 14<Сіз-із MH | 
P(X =in| Xin i=in еі, б, Жиж=1з, X,,=i) 
= 0 =Р(Х=1„|Х‹„-,=1а-1) | 
(b) ioiei- 不 成 立 。 则 
Р(Х+„-,=1ая-1› `... Ха,ш?1» Ха,шіз)-ə0 
而 马尔 可 夫 过 程 的 定义 中 只 要 求 (8-1) = Z: 方 的 条 件 概率 
作为 条 件 的 事件 有 正 概率 就 够 了 。 
所 以 对 任何 {ios iis s iabCE, (8:1) 式 均 成 立 。 
因此 {Х‹, 1600, оо)} 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 。 而 (8*4) 
式 的 成 立 是 显然 的 。 
定义 8*3。 设 五 是 一 个 可 数 集合 ， 称 矩阵 
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P(i)=(bi, (t), i, EE) (EL0，co)) 
是 淮 转 概 阵 ， 如 果 它 满 丘 : 
(1) b;,:(1)20 
>b EE! (¿;,; € E, t20) 


JEER 


(20,654) ХУ, «(5)рь, (1) 
КЕШ 


(i, JEE, 5, і>0) 
(ШЕ P(s+t)=P(s)P(t) ЖШ (К-С) 方程 式 ) 。 
特别 地 ， 若 淮 转 概 阵 PO) 满足 
Ъ>]?‹›+4(@)=1 (对 一 切 i€E,，1€[0，o%)) 
则 称 PC) 是 转 概 阵 。 若 准 转 概 阵 PG) 满足 
0 ij 
lma (=p, (0)=5,, =Í О 
0+ 1 +] 
(对 一 切 1,76 E), MER PO) 是 标准 的 。 
显然 ， 马 尔 可 夫 过 程 的 转移 矩阵 是 转 概 阵 。 
定理 8.2。 设 P(t)==(pi,i(t)，1i,7EE) 是 标准 的 转 
ВЕ, ERACE, $ Ра, (= Es, (D, WA te 


何 1 ЕЕ, АСЕ, 025, t<, Я 
ІҙоАСО-ВӘ,АС2161-р.2 (lt~s|) ` (8-9) 
BDE, фолС) 对 1 来 说 在 [0，co) 上 一 致 连续 ， 且 对 
ACE ESEK. IWE, pi) Æ 1600, оо) 上 一 至 
连续 ， 且 对 jE E 来 说 是 等 度 的 。 
证 。 不 失 普遍 性 ， 可 以 假设 0<5<1, MPO) WEE 
С) 方程 式 得 知 
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po (1)= УЫ 


jE 


= Dpisr(t—s)prss(s) 


364 KER 


>> Ра» (1-5): 2) 
JEA 
=p:isi(t—~s)pisa(s) | (8,10) 


bisa) pisal) >is (2—5) — Гр 
pisilt —s)—1 
(ІСЕ, ACE, 0<:<1) (8-11) 
出 于 (8:11) 对 一 切 4 忆 E 均 成 立 ， 特别 地 对 三 一 4 也 成 
立 ， 即 是 
фїзк-А(Ї)—рг,к-я(5)2=рч,‹(1—)—1 (8-12) 
车 注意 Pise- G= 0706000) ро) 
36 16А 


ш-1--рі,А(и) 
ШІ (8-12) Вр 
Рана) = bo a (1)2p í, (t—s)— 1 (8-13) 
ІН (8-11), (8.13) 得 (8.9)。 
定理 8.3。 设 PO)= Oi), i, CE) 是 标准 的 转 
WEF, BH 
(1) im po s(t) r,s (i, j EE) (8.14) 


存在 ， ЖП =(л:,;, I, J € E) > ШП ЕБ АЛ о 
(2) ПР(ф=Р(}Ц=ЦП'=П (і>0) (8:15) 
证 《1) РО) WE (К-С) 方程 式 得 
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фа, «Ур, , (7), (2) 
> (2) (2) 


(:ЄЕ, 120) 


得 是 

Imp, (1)-1 (GEE) 
WA piss(t)>0 GEE) t>0) (8°16) 
任意 男 定 一 对 1,16Е, е КО, 0, ЗЕ limf (t) 
存在 。 


H (8:16) 得 知 : 对 任意 一 个 т>0, Р(т) 是 一 个 随 
HER, HU РОӘ-( e (z), i,j EE) 为 一 步 转移 矩阵 
的 马尔 可 夫 链 {XI”，n==0，1，2，…} 的 每 一 个 状态 i 
都 是 无 周期 的 ， 因 此 ， 由 8 6 关于 马尔 可 夫 链 的 遍历 理论 
得 知 

lim 了 (4 一 让 及 4 一 和 一 ri(T)》 (i,j€E) 


(8,17) 
存在 。 但 是 
Р(Хї@„=)|Хь°?'= г) 
Ж Р(т)"= Р(пт) 的 等 i 行 第 7 列 的 元 素 ， 即 是 
РОХ | ХК ==) = фе, у (пт) (8:18) 
н (8-17), (8:18) 得 
Їп (пт) = оре, (пт) =ч, (2) (8,19) 


下 面 证 明 对 任何 і. ce， 有 
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limf (tn) 存在 。 (8,20) 


事实 上 , 由 定理 8.2 O 在 10, о) F — 3 E 
续 ， 所 以 ， 任 给 е>0, UEFE т>0, W 

Ifa)—f(s)|< 8 Ощ]т—$|<т) (821) 
对 每 个 上 ， 可 取 非 负 整数 f,， 使 

Кат=1ва<(Ёа+ 1)т 

所 以 ， 由 (8,21) 得 

f(k ar)—- e<f(1r)<<f(kIr)-+ € 
f (m=1, 2, ---) (8.22) 
Ж (8:22) 中 令 2 一 co 并 注意 (8.19) 得 

Ze | í (z)—e<Jminf /f(t,)<limsup f(ta) 


<í (т) +е 
H є>0 且 可 以 任意 小 得 知 лаг.) 存在 。 而 t. л оо 可 


以 任意 取 ， 所 以 тусе) Ж. (1) ЕФ, 


(2) H (4) ZE 
brss(stt)= Уре, 009,053 (i,iEE) 


КЕШ 
(8.23) 
再 利用 控制 收敛 定理 〈 人 参看 习题 8.6 ) 在 上 式 中 令 s 下 co 得 
яа, з= Шар, 1(s +t) 


= п > Disr(t)bre, (s) 


=> bis (4) Шафь, (s) 
kë E 2- 
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= У biox(t)Tzyi (:.) СЕ, 1220) 
ге Е 


Ep Л-РӨОП (1220) (8.24) 
让 (8:23) PS t>, FH (1) 及 法 都 (Fatou) 

引 理 (参看 习题 8'7) : 
ЕТІ 


ке Ее 


=$ mi rb, 3 (5) (1,7 € E, 5220) 


П>ПР(ї1)_ (120) (8°25) 
但 是 上 式 左 、 有 两 边 之 矩阵 第 i 行 之 和 分 别 为 


Sass 和 > Уулу, ьрь, (1) 
EE 


j ЗЕВ ҮЗЕ 
ІШ 
> ` ri sb i(t)= Ола 510,200) 
JER = k 
` = У)\л:, к 
F€ E 
= У\л:,; 
36Е 
所 以 
H = P(t) (8-26) 
在 上 式 中 令 t ->co 并 利用 控制 收敛 定理 得 
л=п? . (8°27) 
定理 证 毕 。 


定理 8.4。 设 P(1)=(pi,;(1)，、i,7EE) 是 标准 的 转 
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概 阵 ， 则 
lim к ОРУ б<аа<оо 


4-0- t 
(ЕЕ) (8-28) 

lm 2022000 адау 0 ан, 
4-4. 

(153, 1,76 E) (8.29) 
фа,4(Ф)>®е-14! ЕЕ, t>0) 
>a <a GEE) (8-30) 
J*i 


证 明 从 略 。 (参看 [11 第 二 编 定理 3.3、3*4) 
# q= (ICE) Ш 
lim Ё‹›/@)—2,+4(0)_,. ,C0) 


es п n 
Ci, € E) 
定义 8*4。 称 标准 的 转 概 阵 РО) = (bí, СО, 1,1ЕЕ) 
是 可 微 的 ， 如 果 


7 = |; Pi, (Ө-?., (0) 
?1,,002= lm i i 


1-0 + t 





55044,3 


ҒЕНУЖЕЖ, (i, JEE), хи 
Оз(а,» 1,]ЄЕ) 
为 P(t) 的 密度 矩阵 ， 或 者 称 8 为 PO) 所 对 应 的 马尔 可 
夫 过 程 的 密度 挎 阵 。 
由 定理 84454; 若 标准 的 转 概 阵 РО) 是 可 微 的 ， 则 

其 密度 矩阵 О-(аз,» JEE) 必 满 足 

4,1220 (іе), i1,7EE) 

44,:5<0 (CIEE) 
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L, ULN 


Da- (ЕЕ) 
了 
下 面 我 们 研究 有 限 状 态 的 马尔 可 夫 过 程 的 转移 矩阵 
Р(1)=1р:,3(1), 1,3 СЕ], (ЕНЕ) & 
定理 8-5。 设 EE 是 有 限 集合 (不 妨 令 E={0,1,…,n})> 
Р(ї)=[ф‹,„4(#), i,j€ E] 是 标准 的 转 概 阵 ， 则 
(1) 7 (00) = lim 1005300) — pe (0) 





4453 q i, + 为 实数 (i,jEE) 
“0,3-0 (GEE) | 


JEE 


(2) р/а, 302) = У4:, врв, (t). 


КЕЕ 


= bi, в(1)4ь, 5 


КЕЕ 


(1,16 E, t>0) 
(3) Р(0-е? ао ` 
其 中 О=(4:,3› 1,46 E), elt ENH 


Q: = > 1 Р)" 
e= 121000) 
(4) 若 记 
П -(л4,;» 1,]ЄЕ) 
moj = limp: ,s(t). G, EE) 
ДІ 
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Dx,s=1, G ЕЕ), RPE NI EPLER, 

(5) ПО-ОП-0 ` 

(6) i, 20, лауа; 不 依赖 1， GECE) 的 
充 要 条 件 是 存在 . to>>0， 使 : 

фьзС3>0 (对 一 切 ЖЕУ 
С7) ла,з=лз (і,,6Е) 不 依赖 i 的 充 要 条 件 是 
«<х'О=0, х'2>0, > 

的 通 解 为 c, RR е 为 任 一 非 负 实数 ，2 为 非 0 向 量 ， 且 
®'7>0 当 此 条 件 满 足 时 ， 令 Z’ = (Zos 21» 77» £a) 则 


(1,26 E =10, 1, s n}) 





这 个 结果 告诉 我 们 :要 算 лі.) WK O=, x 
02, (这 是 一 个 有 限 阶 线性 方程 组 ，@ 是 а ЕНЕ = 
是 有 限 维 行 向 量 。) 如 果 其 通 解 是 下 述 形式 c, (рсе 
为 竺 一 非 负 实数 ，z “是 非 0 非 负 行 J E) Піл), 就 算出 


ж. 


Ж (1) 由 定理 8.4 得 
by, (0944,3 (1,7EE) 


05<4%,3599 0% — 44.2 L 
Gi,€ E) 
-但 是 而 今 忆 是 有 限 集合 ， 
Зу 0-1 GEE, 120) 


ЗЕ E 
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< t 


(1) 获 证 。 | 
(2) X >0 时 


lim р.) ТЕ 


690+ 


= lim >( ра) дса Ур», ға ше 


5-0. KEE 








КЄ ЕБ \8->0+ 


(m sta G) 


= br, (1) G.I € E) 
k€ E 


当 120 时 
іш 202—0 bo (ty 


ғ-.0. 


= lim урын бу k (t) 


3 一 0d+ БЄЛ 
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= >) ша 20280) eE ps) 


КЕЕ 5-0 + 


=>) ауен) (ЕЕ) 
К<Е ; 


总 之 
(0-3 disebrsaCt) 
(і,1ЕЕ, t20) (8-31) 
仿 之 可 证 


р; TORP OLOF 


(і,) ЕЕ, 120) (8:32) 
Gë: (8-31) ЖӘКЕҢ 方程 式 ， (8:32) ЖЖК 
天 向 前 方程 式 。) 
(3) H (2), Р(2) = (ри, :(2), i,j EB ) 是 下 列 常 
系数 线性 微分 方程 组 的 解 
| ,.0)= 23 ао (t) 
45) (i,iEE) 


| 0 
дети { 1 з=] (8:33) 
=] 


% 


Q'=(q i G) i, jEE) 
qi (0)=6;,; 4453(1)-44»3 
(п;>0, i, JEE) М-е2вар|4441 则 
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由 2) saans 可 得 
J* 


|44,+(т)|<М"* (п>>1, і, СЕ) 
所 以 


OO) 
Ж 16Г0, œ) ЖН, Н 





` ю 
71,300) 24 1 өзб) 
> ( 1) іл-і 
= .dis kdk, 1 DL) 
n=l KEBE (п- Dı 


=> disk > q (rr 


к6Е 


=), ао, | (1) 
fes 


Yi (0)=6;,; 
ЖИА Yit) CIEE) 是 (8°33) 的 解 ， 从 而 
аз Әғта (t) 


=> Dinas) Сі,іев) 
1 


• 193 • 





Plij}=e?! 


(4) 21 zi,1=2 lm pi,s(t) 
36% JSE і-» 


. < 、 
=lim 2) b, (t; 
JEE 


іст 


-1 (СЕ) 
(5) H HP(i=P(t)H=H RA 
工 (全 一 [了 = 了 00-0 (1>0) 
t t | 


令 t—>0+ B: CEF I ERMER) 
QH =HQ=0 
(6) 必要 性 。 设 Tisi >D». (і,16Е) о H 


0<л,у=Шп pi,s1(t), CG, FEE), 
t~o 


得 知 存在 Өй >>0， 当 t>tiss 时 piss(1)>0。 MSE Ж 
EMK, UES 

to=max{ti,;, 1,12 Eh 
Ri to>0 EARRA А р‹.у(ть)]>0, (4-4 1,46 E), 
必要 性 得 证 。 

充分 性 。 设 存 存 一 个 Га 2>0, Ж 

piss(to)>0 (i,iEE) 
则 以 了 (to) 为 一 步 转移 矩阵 的 马尔 可 夫 链 XU, n= 
0, 1, 2, --} 的 状态 空间 忆 中 任意 两 R 态 都 是 互通 的 。 而 
有 限 状 态 的 马尔 可 夫 链 是 没有 消 常 返 状态 的 ， (参看 $ 7 的 
习题 ) ， 所 以 | 


E=N RË E=Rt 
2194: 





ТЕП ERPE Б, “ E=N ” Ж ЯУ C# MJ JE O E 
HE) ， 所 以 已 =Ri 。 因 此 rr,y>0，zryy 一 zj 不 依赖 i， 
(2,76 Е) 。 充 分 性 获 证 。 — Б 

(7) 充分 性 。 设 <х'О=0, x SSRN cz 
#'=(Ш26, 24, +з, а), FEP c AEM ЖЖ, 2'2>0, 7% 
0, ЕА 
н TO=0， 任 取 其 一 行 (第 ; 行 ) ， 
A: 


(misos Aisig tty л4,,20-0 
(Zi, 24,197; Aisn) 0 > 1,4-1 
JEE 


ЕШ 
(Xios Лі,1» 9%, ipn) 
是 <«х0-0, х0» 0—60. В 
(Aiso, 74,1, 5%, Ain) =c ci0 
但 是 ， 
1 =>, 24,564 > Т; т>) 
JEE FEE JEE 


ЖА с=с RRM i€ E, HED 
Ліз) лз Су 
不 依赖 IEE, 
必要 性 。 设 л, зел; 不 依赖 ¿€ E, 则 由 五 是 随机 矩 
ЖЕН E= RI, ВЫ 
л)>0, 之 лу=1, 


> х”-(ж, Zis 77» ха) Ж «х'0=0, x'>0> Hj Ff — 


1935 > 





解 ， 往 证 
=с(лоз а, “э ла) С220 


事实 上 ， 由 《〈3 ) 有 
оо 





P(t)=e?!= -1+5; 
所 以 
РС) + 之 (00) 


在 上 式 中 令 4->co 得 
х'=х' H 
即 是 


(Хоз Xis 7» Xa) 
ло Zm © Aa) 


Ло Mi '* Ла 
一 (Xo Xis 77» ха) : 


Ло Ti Т, J 


取 c =2 xy， 则 由 上 式 得 
xl = (х0 Xis … Хо) = C(mo, Kis sie, ma) 


定理 证 毕 。 
定义 85。 设 是 可 数 集合 ，8 一 (qt,:，i,iE E) ЖЕ 
上 的 实 元 素 矩 阵 ， 若 | 


(1) со>44, 3220, оо>>--44, 220, (1,16 E); 
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(2) 2 4.20, (IGE), 

则 称 CO 是 转 强 阵 。 若 (2) 成 立 等 式 ， 则 称 @ 是 保守 的 转 强 
FEE, 

由 定理 8.4 得 知 ; 可 微 的 标准 转 概 阵 РОГ) 的 密度 矩阵 
是 转 强 阵 。 由 定理 8.5 得 知 : 有 限 维 的 标准 转 概 阵 PO 一 
定 是 可 微 的 ， 从 而 其 密度 矩阵 一 定 是 转 强 阵 。 定 理 8.5 还 说 
糊 ， 有 限 维 标准 转 概 阵 由 其 i BE E 阵 所 唯一 决定 ，《〈 因 为 
Ра)-е9). WEE: 一 般 的 (不 一 定 有 限 维 ) 可 微 的 标 
准 转 概 阵 是 否 由 其 密度 矩阵 所 唯一 决定 呢 ? 回答 是 否定 的 。 
ЕН. 给 定 任 一 转 强 阵 @， 是 否 便 存在 一 个 可 微 的 标准 转 概 
阵 了 (1)， 使 其 密度 矩阵 就 是 Q? 回答 仍 是 未 必 对 。 但 是 ， 
我 们 有 下 列 | - 

定理 8.6。 8 0=(4:,5, LECE) 是 任意 一 个 转 强 
阵 ， 开 是 任意 一 个 可 数 Ea, а= qis (165), О‹а= 
«Пар (а, ТЄ E), ШЕР, 是 一 个 对 角 型 矩阵 ， 其 主 对 角 
线 上 第 i 行 的 元 素 为 go , ERARAS 的 元素 为 0， 
He S=Q+D:z= (sí, 711 E 了 )，4(t)diag(e-oi ¿€ 
E). 

(1) 令 

P (t)= A(t) 


P(t)= [aG— sp, (ўа, (1221, і>0) 


р(1)= У) Р,(0) 
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Р(ї)=(ф‹,)(%), 1,16 E) 
WL Pa) 是 一 个 标准 的 准 转 概 阵 ， 且 
BF’(0)=0 
ШЖ 
lim Zus) BO g, ,1 G,jEE) 


而 且 对 任何 满足 Р/(0)-О 的 标准 的 准 转 概 阵 PO), Ж 
Р(ї);>Р()„ 还 有 Р(1)0=ОР(і) = Р'(1) (і>0) 

(2) 设 @ 是 保守 的 转 强 阵 ， 则 必 存 在 一 个 标准 的 转 概 
ЕЕ P(t), 使 P'(0)=0。 

(3) 若 @ 是 保守 的 转 强 К. їп I=: әмер 


айымен, o= (ү „) 是 列 向 量 ， 则 PG) 是 一 个 标 ` 


准 的 转 概 阵 的 充 要 条 件 是 方程 式 
<(I—Q)u=0, у>0, sup y; <o> 





REOR GUR 2 是 固定 的 正 数 ) 。 
(4) Ж sup 4:<co， 出 存在 唯一 一 个 标准 ШЕНЕ 


ЕЕ PU), WE 
P'(0)=G 

证 明 请 参看 [1 1, 

我 们 为 什么 要 提出 密度 甜 阵 ( 转 强 降 ) 并 研究 它 与 转移 
ЖЕ СЫ) 的 关系 呢 ? 因为 对 许多 马尔 可 夫 过 程 ， 其 转 
移 和 矩阵 很 难 求 ， 而 其 密度 矩阵 到 是 比较 容易 求 ， 且 某 些 马尔 
豆 夫 过 程 的 统计 规律 性 往往 是 通过 密度 矩阵 来 刻 划 的 。 
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2) 题 
8,1, 证 明 命题 8.1。 
8'2。 设 Оз-(а,» 1, € E) 是 标准 转 概 阵 的 密度 矩 
Е, ж Sup (—4:,:)< оо, | 


lim pi,1(1)=1 
1—>0+ 


对 i € E 一 致 成 立 。 
8.3。 设 定义 在 Га, Б) 上 的 实 值 函 数 sG) 具有 连续 时 
Ж, Aa) 是 Га,0] 上 的 连续 函数 ，/ 是 一 个 实数 。 试 证 微 
分 方程 式 
g'Gt)-+ug(1)=h(1)  (а<т<Ь) 
的 解 为 


a= [етсе h(s)ds+g(a)e-* Ч- 
| (KISE) 
(提示: Ф G(t)=e"tg(t), WE СС) = *:h(t)) 
8-4, È {Xis t20) 是 以 E=10, 1} 为 状态 空间 的 
马尔 可 夫 过 程 ,， Р(2)= (pi,;(1)，i,j 二 0,1) 为 其 转移 矩阵 。 
设 PO) .是 标准 的 且 


Ша p-p 


im G-p, G= 
试 求 出 P(1)。 
(提示 90 РО) МЯНЕ, АТЕНЕ В, 
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@ 必 为 保守 的 转 强 阵 。 再 利用 
P'(t)= P(1)Q, PC) 是 随机 阵 及 习题 (8*3) 
8.5。 ( 续 习 题 8.4) „Ж pi = Р(Хо=0), 0<p<1, 
Е(Х,) Уа:(Х,) 
8'6。 设 王 是 可 数 集合 ， 若 对 每 个 上 E E, A 
lim 2,(#) =аь 


存在 ， 且 jar(t)| <B: (ке Е, і>0) 
> В„< оо 


КЕР 
则 | 
lim У) ак(а)= У) lm ai(t)= >; ак 
іт» кек 47% 


(这 就 是 所 谓 控制 收敛 定理 。) .. 
8:7。 设 三 是 可 数 集合 ， 若 对 每 个 上 E 五 ， 有 
lim cr(t) 一 ax 


存在 , B | ЕЕ 
as(t)>0 (k€ Е, г>0) 
则 ` 


ЕСЕ 


У) {lim а ут inf У) a(i) 
се 1% ЕСЕ 


(这 就 是 所 谓 法 都 (Fatou) 引 理 。) 
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$9 Ж XK 过程 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 研究 一 类 特殊 的 马尔 可 夫 过 程 一 
生 灭 过 程 。 

定义 9.1。 设 X i, t€[0, оо)} 是 一 个 以 五 ={0，1， 
2, …} 为 状态 空间 前 马尔 可 夫 过 程 ，P(t) 一 (加 ,rt)，z， 
j € E) 是 其 转移 矩阵 ，@= (qi, 1,J€ E)=P”(0) 是 其 
密度 矩阵 。 如 果 


= 40 Ào 0 0 
Q= | йз. 一 (4 十 后 ) А; 0 


0 із 一 (4 十 ba) 42 
o (9.1) 
其 中 4o>>0， hh ">0, His Ва» "DÀ, (ШЖ 
qo, = — А4, qos1=ho, ` q, = =0 当 i22, 而 当 ¿21 BF, 
Giyi=— (l +u) , аера =, lisi- іе» 44,350 
(2417—1121) ), МЖ (x, 1600, Ыл; 
程 。 

撤 开 概率 背景 ， 纯 分 析 地 说 ， 任意 一 个 形 如 (9-1) 的 
矩阵 都 称 为 一 个 生 灭 转 强 阵 。 显 然 生 灭 转 强 阵 痢 是 保守 的 。 

下 面 我 们 看 一 个 具体 的 生 灭 过 程 的 例子 。 

例 9.1。 设 有 一 轮船 码头 ， 在 [0，:) 时 间 区 间 内 来 到 
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些 码 头 要 求 装卸 货 的 轮船 数 X (120) 构成 一 个 以 4 为 强 
度 的 泊 松 过 程 ， 即 是 


Р(Х,=К)=уь(1)=е-+' а" | 


(k=0, 1, 2, “. 1 之 0) (9.2) 
再 设 每 条 轮船 装 印 货 的 时 间 了 是 一 个 服从 负 指 数 分 布 的 随机 
变量 ， 即 是 
1-— е^! 12>0 
Р(Т<0-4 | ‘o (9.3) 
而 各 条 船 的 装卸 货 的 时 间 相 互 独立 ， 且 与 到 来 的 轮船 亦 相互 
жз. Фл] t 码头 内 之 轮船 数 。 则 {1，t € [0，co)} 
是 一 个 生 灭 过 程 ， 其 密度 矩阵 为 


“一 4 À 0 0 =) 
u (А+) 0 0 © 

| 

) 


0 2и —(+2) А 


(9-4) 
证 令 ASEL 10 内 有 大 条 轮船 离 码 头 }， 
В,(1)={Х, =} (10, 1) 内 有 rk 条 轮船 进 码头 }， (k=0, 
1, 2, с) Ti ЖІ ӨЛ НУН] Н], (i=l, 2, +) 
由 于 工 服从 负 指 数 分 布 ， 所 以 对 任意 一 条 船 ， 若 已 知 “ 它 在 
81941. 到 码头 ， 且 在 时 刻 ! ,尚未 离 码 头 (i, 之 fi) ”， 而 且 
和 时刻 1, + t 仍 未 离 码头 的 概率 
Р(Т>ї,—-ї1+1|Т>1,-—41) 
~ P(T>t:—ti+t) 
Р(Т >1,-—1,) 
-езеі- Р(Т>4) 
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不 依赖 t1 和 + КЊ, ВО 在 码头 的 任 一 条 船 〈 不 管 它 以 
前 何 时 到 码头 ) 在 时 刻 t 尚未 离开 码头 的 概率 为 

P( 了 1 一 ce-34 
所 以 由 独立 性 假设 知 


Р(А,(:)В,(1) та-!) 


=PUX =A] N T:>) 


шезд4бе-іні (9+5) 
Р(А,(#) (по =i) >et etet (9-6) 
因此 
lim PCA (t): r =1)=1 
ЕП 
im Р({ {т.<!}) 
150+ Ta; 
= lim Р({] a)l m= i 
im Р 4&бЮ|»=?) 
=0 (9,7) 


Pisi (=P sil =i) | 


-Р(та-2, ї=ї) 





P(r =i) 
Р((т= 7) П (Ú B.G) N AG) )) 
- — Да. PED ОИ 
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=S) P(B) N As n=i) (9-8) . 


得 是 ， 由 (9:5) 有 
lim PEONATI 


=— (4+ iu) | (9.9) 





SPMD n= р. 


0 <= і 








< P(B (ОА, ӨГ» =i), > "9 


P(X,=1, U 1Т.<Нт-й) Dr) 
r= 1 4-5-2 


і і 





< 


- чу 
nG) P(Ú а. ЕТ 80 (t 


= дес P(Ú (T, а „© 





(9,10) 


ti (97) 及 lm 二 > wa(D=0， 在 0-0) ФФ г> 
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0+ 即 得 


SLP(B, GD AG) e= i) 
lim £ =0 0-1) 


1-0. t 


DL (9.9)*(9.11) ҚА (9:8) 得 





| (9,12) 
43 (9:8) 有 
маа(д-У P(B,G A (lm =i) 
CIEE) (9.13) 


所 以 由 (9-7) 和 Р(Х,=1, n (T,>1)) 
<P(B1(t1) A 1те =i) 
<Р(Х,=1, ñ {Тр 

及 оғыау-ез тра 


lim фа СО) 


1-0» і 


= iim P(B:(t)Ao(t)lno=i) 


4-0). t 
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> рва. 01—09 1 
十 < 一 一 





t 


= lim P(B :(t)Ao (Dima =i). 


= GEE) (9-14) 
当 ізі, 2, +з» іші--1 В, 0 (9-8) 有 





ал(Ә- 57 Р(В а СА Іт =i) 

















(9:15) 
所 以 
Im bá, i= (t) 
t ~0+ t 
= lm | PCBACD4KCDlms 
5 PEs- :CAD 
十 上 = 
- 
: (9:16) 
而 lm PADNA 
= lim 7А СС) (ети) 1 
490% t 
=ik 22 (9-17) 





> Р(вВ.-СОА, СО! = 2) 


0: 7 - 





< Р(В+(1ї)А»(ї)]лв==1) 
t 





5 р(вьа()) 


k= 3 
+ t 


„—Р(Х,=1‚ Ti, +, Tin 中 至 少 有 两 个 小 于 上 上) 
чы + 





SIPG) 


PELE 
t 


жа (9-7) 及 PG= u GD 知 ， 在 上 式 中 令 





:4 一 0+ 得 
> P(Bx-(1)A@(t)]176 =) 
дю 22 : 77759 
(9.18) 
PL (9-17) 、 (9:18) ҚА (9:16) 得 
Hm bra С). (ісі) (9:19) 


1-0 + t 


而 对 任何 1>451, Ж 
рфа,з()=Р(т‹=]|ңе=1) 


= У) Р(Вь+з-«(2) 401) |то=1) 


к-%0 
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< PB SD PBa) 


=0(t) 《一 0+) 
所 以 
Лт 230220 (H j>i+1) (9-20) 
ІЗ (9-20) 可 证 
ша 22200 -0 (ц i>j+1) (9-21) 
AZ, H (9:12), (9:14). (9:19), (9-20). (9.21) 得 


P/(0)=Q 


是 形 如 (9-4) 之 矩阵 。 而 іт» ECO, сә) 是 时 齐 的 马 
尔 可 夫 过 程 由 


Plnente=i | аа =i fiz=i2s 59) Nin=in) 


= > P((X,,+,—X,,)=r, Т), ..., Tan 
q+r=j 
Bf a AKT t) 

` = Р( + i =j | Nin = in) | 与 ta 无 关 
п, (Hk ЕП E IE— E Ж Ж, Kt Ktn, 20; 
iis 77» Тау 16 ЕО. 

至 此 ， 我 们 完全 证 明了 (no t ECO, соў} 是 一 个 以 
(9-4) 为 密度 矩阵 的 生 灭 过 程 。 

定理 9'1。 设 


< 308: 





Hi (А. +u) А, 0 


0 H; 一 (142 十 pa ) 4, 


А оо 
- 


是 一 个 生 灭 转 强 阵 。 则 下 列 陈述 等 价 

(1) Р(1) 是 标准 的 ЕЖ, (Ра) 的 定义 见 定理 
8.6); | 

(2) < QI—Q)u=0, 0220, sup y <<» 只 有 0 
解 ; 

оо» th „ы (9-22) 


тті ізі kåetihera tAn 


为 证 此 定理 先 证 明 
引 理 9。1。 给 定 实数 2>z:>0, М fn>0, gn>0, 
(n 之 1)， 用 递 推 公式 
Znt1— Zn=fnznt gn(Zn — а-а) 
(n=1, 2, +) 222002: .(9.23) 
来 定义 12,4, п-0, 1, 2, “Ж, (显然 0<2,<2.< 2,6), 
зир ze< co (9°24) 


的 充 要 条 件 是 
> oo | (9.25) 
证 令 Масс Zr+íi — Zn (n=0, 1,:2, a)" Й] Ы 
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us =fnZn ЕЕ айа-і (п=1, 2› ЖУ (9,26) 


-一 (ш>1) = (9.27) 


8182" 00а =}. 617 аа-а (һ>>1) 


再 令 
则 有 
即 是 
Уа- 
所 以 
因此 
Иа--81 
=@, 
Ж 
Znati — Zn 
必要 性 。 
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vn- = (apl) (9.28) 


п 
u=, + У) (0-0-1) 
k.i 


> ИЗ 
=z; — 20 — (n2>1) 
1 0 > РҮ? = 


gnVn 


R 
“gn(Z1— Z) + > frgrti gaze (n1) 


Еті 


=g galz ~—Z0)+ У) Баба "t EnZk 
(л;>1) (9:29) 
因为 由 (9:29) 有 





ñ a 
дака 292221 У) feger En 


k= l 
所 以 


т 
Zari =% (Zis: =z) + 
1-1 


s г 
=zi +z, >; > feger” 


171 &=1 


HA 2.220, sup zs <eo, БД 


о І 


>) > feger gi «ео 


іші Еті 


充分 性 。 因 为 


2п+і — Zn 


=g gal zi =z) + >, ИЗГЕ 


kst 


«(ав >) feger gaen 
к=1 


Ф 


gt (п>1) 


Engk 


Р,=(в тез 5) раған ы) 


b=l 
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MJ 


n=1 


ZnS (1+F,)z2a (n1) (9.30) 
#вп+1®(1+Ё»л)(1+ Fa-1) (1+ Р): 
Уһ 
«азе? (n2>1) ` (9-31) 
Ж (929 成 立 ， 则 更 有 
>] fig, gao (9:32) 
由 Һ2>0 有 
>) бірі En оо | (9,33) 


H (9-25) . (933) 知 


Уу ras У) (ка р>] gas gI) оо 
n=1 k=1 


(9,34) 
由 (9-31). (9,34) 得 


sup 2, оо 
n>0 


引 理 证 毕 。 

现在 我 们 来 证 明定 理 9.1。 | 

HE X 5538 B: Б W рш, ЖИН Ей 8.6 得 知 
« (1)<->(2) » ° 

解 方程 式 
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«(41—0)у=0, у>0, y¥0>, (120), ШИЕ QE 
意 现在 @ 的 形式 如 定理 9.1 中 之 @) | 
! (А+ ho)yo = hoy 
(А+ 4, +a) n Skry thy: 


(4 十 和 十 pn)gn 一 Anga-1 十 人 ngn+i 


当 4 一 0 B$, ЖУР у, 000, м 020 的 任 一 
Ж ОЖ 91-0, DE и„=0, п;>0) ， 而 且 诸 y* 满 足 
24 (ағ - 9а) = Ayn + unl а-?а-1) 
(п2>1) - (9.35) 
当 120 时 ， 上 述 方程 组 中 go 可 为 >0 的 任 一 数 (# ро = 
0, Ж yn=0, п2>0), MHH? Е 


B= +n 
9 
4. (Әағі- 9а) = уа но (Уа Уа-а) (1221) 
所 以 无 论 4 =0 R 4,20, <(21-О0)у-0, #720, 7-0» 


的 通 解 总 是 


YDY 20 
| À u (9,36) 
Ул зі 一 加 一 入 加 十 和 (am 一 gm-1) 


把 区、 外 视 为 引 理 9.1 中 之 各 和 gs， 则 由 引 理 9.1 得 知 - 
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А аа 
& зир <= 5 5 =” со” 
5 nS 1-1 k= Аль Де -~ 


ЕП 
«(41—0) у= 0, z>0, sup Yn «оо» 
| N _ . пә . 
只 有 0 解 的 充 要 条 件 是 
L < АШъ+л "Ша 
之 之 AxAk+ 1 "Án ° 


这 就 证 明了 (2) <> (3) 。 定 理 证 毕 。 
系 1. Ж {Xa 1670, ә) } 是 一 个 生 灭 过 程 ， ЖЖ 
BERON (9-1) ANEX, НИЛ (922), ШЕ 


> ы Мезі кез Hn = оо 
АвАь+уЙйк+ә***°Ёп 





m=1 k=1 


M] {X:s 161), со)} H H B Ep Р(О-РОО, ЖЕ 
Р(ї) 由 定理 8.6 所 定义 。 

证 。 由 于 @ 满 足 (9.22)， 所 以 由 定理 9.1 得 知 P(i) 
十 标准 的 转 概 阵 。 由 定理 8.6 有 P'(0)= О. 而 今 РС) 
和 6 分 别 为 Xi, t€ [0，co)} РЕ 阵 和 密度 矩阵 ， 
КЁЗ РО) 是 标准 的 转 概 阵 ， 且 P'(0)=0Q, BE B = 
H 8.6 488 3: РСО>Р(О, (1220). MEES Р(1) = 
(bi, i(t), 1,):>0), Р(1) = (р:, Gi), 1, 7220), MA 
bi, СОР. (1), (1220, 1,3220). ВНЖ fü; ,和 
15, Ж 

biosso(to) 29, зо (Ёо) 
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тин PE) A P) ЕЛЕНЕ 


1= ура С) 
j=0 


= фаол (60) 2) bia, (to) 


ізі» 


>Piosso (t) + > Bia (to) 


‚ 4*1› 


=, Pross Cto) 


7-0 
-1 
这 就 得 出 了 ісі 的 矛盾 。 所 以 恒 有 
` Фе, 200) =7:,3(1) (2,7220, #220) 
即 是 Р(}=Р(:) 

Жі 告诉 我 们 ， 车 生 灭 过 程 的 密度 矩阵 ОЙ (9-22) 
式 ， 则 此 生 灭 过 程 的 转移 矩阵 P(t) 由 Q 所 完全 决定 。 
р(}=Р(ї) 的 构造 方法 如 定理 8*6。 . 

定义 9.2. É {Xs，tEL0，co)} 是 一 个 以 E = (0, 
1，2，…} ЖЗНЕ АН АНЕ, P(t)= (bi, (t), 
i JCE) ЖИЕ, Р'(0)=0= (4,3, 1,{ЄЕ) 如 
Ж 


(9-37) 
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442>0,(і-0, 1, 2, >“), Ш дг,1= А, 4ізізі А, 
(і--0, 1, 2, +), 44,0 (34 Ja; 3k ¿+ 1, 2 E), 
ИЖ {X，f#E[0，co)} 是 一 个 纯 生 过 程 。 
扳 开 概 率 背 景 ， 纯 分 析 地 说 ， 任 意 一 个 形 如 (9:37) 的 
矩阵 都 称 为 一 个 纯 生 转 强 隆 。 显 然 纯 生 转 强 阵 都 是 保守 的 。 
例 9.2。 设 {Х,, 1610; co)} 是 一 个 以 4 为 强度 的 泊 
ЖЗ, Р(1) = (ра, 501) 1,і-0, 1, 2, ++) 为 其 转移 
Ж, Ж 
j-i 
Di (t)= { (Doe G >! 
. 1 <: 
(і--0, 1, 2, + t>0), 其 密度 矩阵 Q= (i. 1 ,1 一 
0 1, 2, =)=P'(0) 有 下 述 形式 | 
– 4 402020 0 
0 =A 20 
0 0 —4 4 





所 以 (X, tiE[0，co)} 是 一 个 纯 生 过 程 。 
类 似 定 理 9"1， 我 们 有 . 


定理 0.2. Ш 


0 — À д, 0 


| 
l ° 
| 0 0 =A, 4, (9:37) 


(42>9, (і--1, 2, e)s 4,20) 是 一 个 纯 生 转 强 阵 ， 由 
下 列 陈述 等 价 
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(1) Ра) FEIR HE R ik WE, (PO) 之 定义 见 定理 


8'6р); 
(2) «(А1—О0О)у=0, у2-0, зшии<е»джо 解 。 


《其 中 4>0)3 
(з) 514 =, Е (9:38) 


证 由 于 纯 生 转 强 阵 必 为 保守 的 ， 所 以 由 定理 8。 6 得 知 ， 


“( 1 )—>( 2 )” 。 
由 于 @ 具有 (9:37) 的 形式 ， 所 以 解 
«(А1—0)у=0, у;>0, зир yi LoP. 


BE | 
‚(34++53)уа—5а%а+1==0, Ya, (n2>>0), Sup Ya 
0 


<<» 


m 
(4+53һ)ш»—5һу»+1== 0, (п>>0) (9:39) 


Ж 
Уаз: 


(12 42. =u Пі 2) ақы) 


因此 





(AH—0)y=0, y>0, supy; <> 
仅 有 0 解 的 充 要 条 件 是 


П(:+1 -) 


RE REMF D 二。 这 就 证 明了 


“(2)<=>(3)” . 
定理 证 毕 。 
由 定理 9,2 和 定理 8:6 看 出 : . 
Жі. Ж (Xi, 1610, 0)} 是 一 个 绝 生 过 程 ， ӛт 


BEROJ (9-37) ВЖЕ >) = =, КЕНЖЕ 


PU) 必 为 РО), Кн PO) 由 定理 8"6 给 出 。 
证 完全 仿照 定理 9.1 中 的 系 1 的 方法 证 明 。 只 不 过 把 
那里 应 用 定理 9*1 的 地 方 改 为 应 用 定理 9.2 而 已 。 
ЖЕ 在 系 1 条 件 下 ，P(t) Шан Я P'(t)=QP(:t) 
得 到 。 
Ж2.%5Х., 1600, so); ААЖ І ЕРНІН 
ЖНЖ. P(t)= (be, (t), 0,720) ARREA, 10 
0 当 <: 
[ези | 当 j=; 
bo: (t=. 
ce | nabi aC) ірі 


(9:49) 
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ш. аО=(иу,› 1,1220), а= 6505, MI 
Ds=diag(gqi:, 1220) 

4 0 0 0 = 

ољ о 0 | 

0 0 4 O e 





| 
| 
=| 
d 
| 
| 


Ào 0 0 4... 
| оАо - 
38970 O о O 4 ~. 
AG)3=diag(e-i', і>0) 
eiot 0 0 0 =N 
' 0 ehrt 0 .. | 
Е 0 ег‘ 0 
AtS 
“0 hoe-ho 6-0) 0 0 1 
| 0 0 деа 9-0 0 | 
710 0 0 A. esa 4-9 “| 


45 “P(t)= 4(1) 
PCD= | 2 (2= 1) SPa-i(u)du, (1221) 


PG)= У) Р.(1)=(р:,:(1), 2,7220) 
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Р„(2) = (500), i,j20) 
ДС) 8 =(0:, (1), 1,3220) 
A4G)S Р„(и) = (8776, и), 1,120) 


MJ а:,3(1)=0 (34 <i) (9-40)* 
显然 | 
9 (23-0 3 j<i (9-41) 
M | 
p13(t)=0 № ;—n<i (9-42) 


MUH (9:40)% (9-42) Ж 835370, 1) 之 定义 得 


бұза, w= Хан, (ОО) 


> в‹,к(Ф)ру1 (и) 


ў-п>2 р> 


=0 (Щщ і-(ағ0<1) (9-43) 
因此 


А t 
врват йаш 


=0 (M*4(j—(n+1))<G) (9.44) 
归纳 法 完成 。 所 以 对 一 切 п;>0, 1Є[0, со) 有 
0455(2)=0 (24 1-а<1) (9-45) 
而 
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` ` aaa . 


ж... 





Sr 


br (1)=5 6 s(t)= УР ОО 


所 以 
bi, i (t)=0 4 (j<i, t€[0, œ)) (9,46) 
(9.40) 中 第 一 个 等 式 证 毕 。 
又 因为 
РОд-РООО (670, со)) 
即 是 《注意 (9。46) Ж 4»,:-0 34 j==k 和 十 1) 


Pi = У) Piss(t)gr,s 
k=0 


三 > фо, 2748,3 
kai 
人 Шоіш/ 
—3+4фн,3(0)+3у-а1}4,4-4(@) 34 ji 


(9.47) 
直接 解 (9,47) (注意 初 值 p; ,1(0)=6;,s:) 即 得 (9°40) 
中 的 第 二 和 第 三 个 等 式 。 系 2 证 毕 。 

2 0493. I (X,,t€[0, оо 是 一 个 纯 生 过 Ж, БЖ 
ЕЖ О-(аі,» 1,320) ШТ 
44-4 44 ізі =À (іс>0) 
44,4-0 ( 当 jai, 7 二 二 时) (2220) 
1>0 
ШІ {Xo tE[0，ce)} 必 为 泊 松 过 程 ， 即 是 纯 生 过 程 的 生殖 
Ж да 44,021 常数 时 ， 此 纯 生 过 程 必 为 泊 松 过 程 。 
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Ж BER 9.2 的 系 .1 及 例 9.2 即 可 证 明 此 事实 。 
69.4, 〈 具 有 线性 生殖 率 的 纯 生 过 程 ) 
Ж {Xa +E[0，co)} 是 一 个 纯 生 过 程 ， 其 密度 矩 Ë 
О= iess і,} ЄЕ) 如 下 
di 一 一 和 二 一 1 gipit =À (іс>0) 
gr3=0 ОЦ ji, jij 二 i+4 W) (2220). 
А4>0 
ЗИК (Xi, 2610, co) 是 一 企 有 具有 线性 生殖 率 的 纯 
年 进程 。 对 于 这 样 的 纯 生 过 程 ， 其 密度 怎 阵 @ 必然 满足 


> 1 ==, 所 以 由 定理 92 的 系 工 得 知 其 转移 矩阵 P(t)= 
P= (h) 2,7220) B O 所 唯一 决定 。 利 用 定理 9,2 
系 2， 方 程 组 (9*40) ШЖ 


‚0 当 j<i 
өтілі 当 у=} 


21,262) = | , | 
essai езер Ава са (9005 (>i) 

(9-48) 
Ең: 而 今 4-0 #4 Da 5, AG), PG) PCG) 
加 定理 9.2 之 系 2 中 所 定义 。 则 由 20-0 得 知 И(ї—иш)$5 
中 的 第 0 行 恒 为 0， 所 以 由 Pa) ZELA РС) 的 第 


0 行 恒 为 0 ( 当 xD， 所 以 PG= D P) 的 第 0 


ЖЕ P (t)= AG: 的 第 0 行 ， 亦 即 
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1.Ш ;=0 
0 1-50 
当 i 之 1 8], RIKE (9:48) 的 第 三 个 方程 式 。 即 是 解 


5, (t)=6,, = Í 


в,а) етіне | езг — Dipes з (94% 


Сі>іс>і) (9-49) 
当 j=i+1 BF: 由 (9:48) 第 二 式 得 


аз 
Р:,1+10) =е- Cí+1) 44 |, ei+DasiAps,s(s)ds 


t 
=e +1) “Т есзе лег Де- х8; 
0 


=e- +з (єзї —1) 


= Ci (e-t) (1—e-3+) (9.50) 
设 


Disita(t)= Citt (ете) (eit): (9851) 


则 由 (9.49) 有 
Фаза жам (t) 


=e ++) 23 | e HRAD аСт рур», а (594 
. 0 ` 


=e-UI+EF+1) A # 
d 192205 it&-l/o As) ғуж 
| | езе зе (Ы УС е") (1—е-^%)ғас 
Jo Й тж 
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шет бізі yi Citt- 
t 
° hire (k+1) і8(1--е-28)%05 
шет” (i+k+1) At C ttE-1(i+k) 
. ІШ w+ u(1—e-")tdu 


At 
0 


тетезеон сезесіз) eu(eu—1)hdu 





=е ән ск: о are —1)*+1] 


-етеззон СЇТ (еа: р) 
С Eerd ematera . (9:52) 


妇 纳 法 完成 。 即 是 
р‹,з(@ф=С#71(е-*%*)(1—е-5%*бу1-% (і>іс>і) (9:53) 


总 之 我 们 得 到 
б (боз 当 i=0 
о 34 j<i 
Фа, G)= tesis 当 j=j (9:54) 


C5 lean aena 28 J>i2>1 
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所 以 当 m>>1 时 ， (FHA (9:55) 式 中 用 і- сі 2 
W) s Xss- X, 对 Х,=т 的 条 件 特征 函数 ， 
E(eiu(X:+, хә Х,-- т) 
= De = p(X,.  =n|X,=m) 


n> m 


= Oe” =m Cs- "(aQ е-е) т 


n>m 


= (et) TC teikn(1— e- мк 


k= 0 


= (e74 бу" УЛ Ст (Сейв е-эл уук 
k=0 


-Or (9:55) 
ТЫ 
Е(Х,+,—Х,|Х,=т)=те5®*(1— e>!) (9,56) 


V. (Ха. Х.Х ет) = тел (1 е^) (9-57) 
《此 处 及 今后 ， У. (Хав Х| X. =m)= 
E((X,,.—X,)2|X,=m)— [E((X,,., — X.)| X, =m)]’) 
特别 地 ， 若 X =m, WJ 
E(X,)=E(X,—X,)+m 
-Е(Х.-Х|Ха-т)--т 


= те^*(1— е-2#) 4+ тте! (9.58) 
Т„«„(Х;)=Ў„,„(Х‹,—Х,) 

=V a (X, —X,]|Xís=m) 

=me2z241(1— et) (9.59) 





TERIA- FERKEAP Р П = (ле, з 
1,3220) 的 求法 。 

定理 9.3。 设 {Xi，tEF[0，co)} 是 一 个 生 灭 过 程 ， 
其 密度 矩阵 О=(а,, 1,7220) н (9-1) 式 所 给 出 ， 
设 PG=(b i, (t), 1,720) КНИЖН, РС) = 
Gl) 1,7220) 由 定理 8.6 MEX. ОЕА, POY 
kä (HO 已 知 可 推出 РО) 已 知 ) S 


mi =limb:, (t) (1,7220) 
Ti, s= limp: Ct) 00,720) 


(H) 设 420 


令 бізі pn =A Aaa 


n1 
ГЕТА (n>1) 


(1) Ж Ујра=оо W zi,;=0 (2,7220) 





(2) ж Хо<е S= Mi 
п = m= nOn 


z | =— 1 — (i20,;2>0) 


59» 
ъ= 


п=0д 


(3) ж Уон 卫生 < М 


2,0 (42205 ]2>0) 
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(Z) i: 1 = 0 





> 
= +Ë L Hilo L... 
Y Ir ta jr 
‘oy 1 ы Иа Kk x o 
Уһ ye Ав 21) Yo 


л{,о=1 (220) 

Xi, 4 =0 (2220, ј221) 
(2) Ж о у<оо W 

mi 6 = 3 0 (1220) 

Xij =O (і>0, 1221) 
ЖЕ BOWE (9.22) 式 ， 当 定理 9*2 系 1 得 知 P) 

= Р(1), Мй 
ла, j =limbi, (t )= Ша), GST, (2,7220) 
іе tos 


定理 9'3 告诉 我 们 ， 从 @ 出 发 〈 不 必 经 过 中 间 对 象 P(1))， 
就 可 以 直接 算出 


mi, = Ша), (t) 
to 


在 实际 问题 中 ,往往 知道 G， 而 不 知道 P(t1)， 但 是 又 要 计 
算 4;,;。 定 理 9.3 就 回答 我 们 如 何 从 0O 算 zi1,;s， 而 昌 算 法 很 
简单 。 

由 于 定理 9:33 的 证 明 已 超出 本 书 的 要 求 ， 所 以 我 们 不 拟 
在 此 证 明了 。 有 兴趣 的 读者 请 参看 文献 [1 第 二 篇 定理 5.7 和 和 
定理 5*8。 
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习 ш 

9-1. (ERIE) 设 {X4tE[0，co)} 是 一 个 以 E= 

{0,1,2,…} 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 过 程 ， 其 密度 矩阵 Q = 
а» ijEB) 具有 下 述 形式 


ШЖ (X,, 26/0, co)} 是 纯 灭 过 程 。 特 别 地 ， 若 да пи, 
(4 之 0,n 二 1,2,…), 则 称 此 纯 灭 过 程 为 具有 线性 死亡 率 的 纯 - 
灭 过 程 。 试 对 纯 灭 过 程 讨论 类 似 于 纯 生 过 程 的 对 应 的 问题 。 

9.2， 设 {Х,, 1610, оо)} 是 一 个 具有 线性 ЕЖ 
的 纯 生 过 程 ， 若 XX。 服 从 参数 为 的 几何 分 布 ， 即 是 P(X。 = 
k)=p(1—p)*-t, 1=1,2,:-, 试 求 E(X.) 和 Уа. (Хе) 
(提示 : 利用 (9-56) 和 (9-57) 。) 


9.3， 设 {Xn t€ [0，<)} 是 满足 Уу = > 的 纯 生 


М, P(t)=(be,: (t) і,і>0) 是 其 转移 函数 ， 
П-«ШаР(4). 试 证 


(1) 车 1o=0, 则 


© 
œ о 
© 
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(2) 车 Ж>0, ЛІ П-0, 
《提示 : 利用 (9.40) o Жж 4-0, 则 


limpo, 002) = limeto =1, 
тр, (1)= lime- =0 (і>1), 
Шәр, 0-0 (>0.Х 
Шп):,/ 27-0 (1<1) 
当 J>i21 时 ， 利 用 (9.40) 第 三 式 得 
TERO CEE *A evi *tds 
ЖЫ 
пре, sri(t)=0 (1>1) 


XF ERA. 9 

limp;,s-1(1)=0 (j-12>i2>1) 
往 证 

Штр+‹,у(1)=0 (1>)-і>і>і) 
对 任意 г>0, жт 

be, - i (s)<£ (s> T) 
WEH (9.40) 第 三 式 有 

po G= | er 4)-194»:-1(8)4 


т 
сез} ek; A; - ds 
0 
t 
жези БИНТТІ 


在 上 式 中 令 ! 一 co 得 (ЖЕН )-ісісі 时 2;-,4;>0) 
limsup bi, (t) 
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£ 
<hr- elims phe “4-80; 
to 人 


< бісі-ізісі; 
j 


E є;>0 且 可 以 任意 小 得 
limpi, | (t)=0 (і>і-іс>іг>і) 


归纳 法 完成 。 总 之 
limps,s(t)=0 бщ і>ірі М) 


(1) 得 证 。 (2) 的 证 明 可 仿 〈1) 

9.4， 设 {Xa t€[0, оо) 是 一 个 具有 线性 生殖 Ж 
НЕН ЕКІ, ШЕНЖЕЯБОЯНЖ (9-1) 
形式 且 满 足 

和 (п-0,1,2,--, 4>0) 
На = nu (п--1,2,:-. H#>0) 
再 设 P(t)=(b:,: (t), 2,720) 是 其 转移 函 数 ，P(i)= 
(Disa) 1,7220) MER 6RN EX, >A 
(1) RE P(t)=P(t) 
(2) ЖШ Ша P(t) 


95. B {Xis ECO, eo); 是 例 9%.1 中 所 定义 的 生 
кож, ПНЖЕЯ О-(а:,» 1,120) W (9:4) Ж. 
қ A I =4>0, (п>>0) 0 Иа = ти, (0221, и2>20), (这 种 
生 灭 过 程 称 为 常生 殖 率 和 线性 死亡 率 的 生 灭 过 程 ) 设 PO) 
与 Ра) 之 意义 如 前 。 

(1) 试 证 РОО-РОО 

(2) ЖШ ШаР(4) 
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$10 排队 过 程 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 要 把 前 多 节 中 得 到 的 有 关 泊 松 过 
程 、 更 新 过 程 、 生 灭 过 程 以 及 一 般 的 马尔 可 夫 过 程 的 结果 ， 
应 用 到 排队 论 (也 有 人 称 作 随 机 服务 系统 ) 中 来 。 一 般 认 
H, RME (Erlang) , kik (ХинЧин) FAIRE 
的 工作 。 

排队 论 主要 研究 各 类 排队 现象 以 便 合 理解 决 “ 顾 窜 ” 与 
“服务 机 构 ” 的 供求 矛盾 ， 这 里 顾客 与 服务 机 构 都 是 抽象 
的 ， 视 具体 问题 的 不 同 而 有 不 同 的 含义 。 例 如 人 们 到 售票 站 
EWR, “Лл” REMA, “BRAH” BERSIH; 再 
如 飞机 要 求 在 机 场 降落 ，“ 飞 机 ”就 是 顾客 ， 而 “跑道 ”就 
是 服务 机 构 ， 又 如 人 们 打 电 话 ，“ 电 话 呼叫 ”就 是 顾客 ， 而 
“电话 交换 台 ? 就 是 服务 机 构 。 尽 管 顾 客 、 服 务 机 构 、 排 队 现 
象形 形 色色 ， 但 从 理论 上 来 概括 ， 要 构成 一 个 完整 的 “服务 
系统 ”， 都 必须 具备 下 列 三 个 组 成 部 分 ， 

(1) 输入 过 程 。 即 是 来 到 服务 机构 请 求 为 之 服务 的 顾 
客 到 来 的 规律 。 

(2) 服务 规则 。 即 是 指 各 种 类 型 的 “顾客 ”来 到 服务 
机 构 时 ， 按 什么 原则 什么 次 序 接受 服务 。 

(3) 服务 机 构 。 即 是 指 服务 机 构 内 部 的 设备 、 能 力 、 
最 务 速度 等 等 。 

下 面 我 们 逐个 来 简单 介绍 一 下 这 三 个 组 成 部 分 。 
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(1) 输入 过 程 。 
一 般 而 言 ， 有 下 列 几 种 输入 。 令 X, 是 [0 ,上 ) 内 来 
到 服务 机 构 请 求 服务 的 顾客 数 ，Yrw 是 第 ”个 顾客 到 来 的 时 


Жї, ті =T, Ts = УТ, (п2>1), 
k=1 


(4) 定 长 输入 。 即 是 存在 一 个 常数 &, 使 Р(Т.-а) 
=1, (021), El 相 邻 到 来 的 两 个 顾客 的 间隔 恒 为 4， 
亦 即 


0 іңдңа 
Асу- PT,<D={ >a (10,1) 
(B) 泊 松 输入 。 即 是 {X 260, ee); 是 一 个 泊 松 
过 程 〈 强 度 为 4 ) 。 可 以 证 明 (参见 定理 10411) : {X} Ж 
强度 为 4 的 泊 松 过 程 的 充 要 条 件 是 {X,} 是 一 个 更 新 过 程 ， 
其 更 新 闻 距 {7T。,n 二 1,2,…} 是 一 串 相 互 独立 具有 共同 的 
负 指 数 分 布 


1—е-** г> 0 | 
P(T,<t)= ={, 1<0 (10,2) 

(С) 爱尔兰 输入 。 即 是 {Т„, п=0, 1, +} 是 一 只 
相互 独立 具有 公共 分 布 函数 的 随机 变量 ， 其 密度 函数 为 


4550 
а у= Gan ‚ -4 кур (10.3) 


е 
(5-10! 
(4>>0， 大 是 一 个 正 整 数 ) ЖЕТ, ША у (К, л) 
的 工分 布 。 
ЕЖ. 当 k=1 时 ， 爱 尔 兰 输入 即 为 消 松 输入 ， 所 以 爱 
尔 兰 输入 为 泊 松 输入 之 推广 。 | ' 
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(D) 一 般 输 入 。 即 是 {T n=0, 1, 2, 0} 是 一 串 
相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 。 | 

(4) 、(B) (С) ЖЕ (р) 的 特例 。 

(2) 服务 规则 。 

一 般 而 言 ， 有 三 大 类 。 

(А) 损失 制 。 即 是 顾客 到 达 时 ， 如 果 服 务 机 构 内 的 
所 有 服务 设施 都 被 占 ， 该 顾客 就 自动 离 去 ， 不 再 排队 等 候 。 
例如 我 国 通用 的 电话 系统 就 是 采取 损失 制 的 服务 规则 。 一 次 
电话 呼叫 (来 到 一 个 顾客 ) ， 当 所 有 的 电话 线 被 占用 时 ， 只 
此 呼叫 就 消失 。 

(В) 等 待 制 。 顾 客 到 达 时 ， 著 服务 机 构 内 的 所 有 服 
务 设 施 都 被 占 ， 此 顾客 就 加 入 等 待 服务 的 排队 行列 。 这 种 服 
务 规则 中 ， 如 果 细 分 ， 还 有 先 到 先 服务 ,优先 权 服 务 ,随机 服 
务 等 等 方式 。 

(С) 混合 制 。 即 兼 有 消失 制 与 等 待 制 两 种 含义 。 例 
如 规定 ， 等 待 服务 的 顾客 不 超过 (确定 的 一 个 正 整 数 ) 
时 ， 新 来 的 顾客 就 加 入 排队 行列 ， 若 队长 超过 N， 新 来 的 顾 
客 就 离 去 。 再 如 :顾客 在 队伍 中 等 待 时间 不 超过 工 ， 超 过 了 
就 离 去 。 

(3) 服务 机 构 。 主 要 是 指 服务 设施 的 数目 〈 例 如 机 场 
及 条 跑道 ， 电 话 交换 台 有 了 条 线路 ， 某 火车 站 有 上 个 售票 
窗口 ， 等 等 。) 及 每 一 个 服务 设施 的 服务 速度 。 关 于 每 一 个 
服务 设施 的 服务 速度 ， 大 致 上 又 有 下 列 儿 种 ，【( 令 了 是 每 个 
顾客 的 服务 时 间 ) 

(4) Kbt. WE P(V =8)=1， 亦 即 

t< 


В(і)= р(ү<)={ | >в (104) 
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(В) 。 负 指 数 分 布 。 即 各 顾客 的 服务 时 间 相互 独立 具 
有 相间 的 负 指数 分 布 ， 


—e h 


12Ü (10.5) 
0 1<0 


其 中 4 是 一 正 数 。 平 均 服务 时 间 为 


ве P(V<t)={! 


EC 一 人 xpe" s=% (10-6) 
0 


(С) 爱尔兰 分 布 。 即 各 顾客 的 最 务 时 间 相 互 独立 具 
育 祖 同 的 爱尔兰 分 布 ， 其 密度 函数 为 


шшк! „үм 
кізе (k—1)1 C 1> 
0 


其 中 p>>0， 上 为 正 整 数 。 

(ру ”一 般 分 布 。 即 各 顾客 的 服务 时 间 相 互 独立 具有 
相同 的 分 布 函数 。 

在 服务 系统 中 ， 几 种 重要 的 数量 指标 为 

(1) 等 待 时 间 。 即 是 从 顾客 到 达 服 务 机 构 至 他 开始 被 
服务 这 段 时 间 。 从 顾客 的 立场 出 发 ， 当 然 等 待 时 间 愈 短 Ж 
好 。 但 是 等 待 时 间 愈 短 ， 势 必要 求 服务 机 构 的 服务 设施 多 ， 
速度 快 。 如 何 调整 这 一 矛盾 ， 以 使 顾客 与 服务 机 构 双 方 都 满 
意 ， 这 正 是 排队 论 要 解决 的 矛盾 之 一 。 

(2) 队长 . 即 是 在 等 待 服务 的 顾客 数 。 这 也 是 顾客 与 
服务 机 构 双 方 都 关心 的 问题 。 就 服务 机 构 而 言 ， 正 确 估计 出 
队长 ， 对 设计 等 待 空间 〈 如 候 机 室 、 停 车 场 、 仓 库 、 码 头 … 
等 等 ) 的 大 小 ， 服 务 效率 的 快慢 ， 都 有 很 大 关系 。 等 待 空间 
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ВИХ, MERWE RZ, ИЕ, ШЕЛІ 
待 服 务 的 顾客 。 服 务 效率 太 低 ， 服 务 系 统 前 经 常 出 现 长 区 ， 
则 引起 顾客 厌 顺 而 离 去 ， 或 下 次 不 再 来 。 服 务 效率 太 高 ， 劳 
必 增 加 服务 设施 (当然 ， 加 强 科学 管理 ， 在 不 增加 设施 的 等 
况 下 ， 也 可 以 提高 服务 效率 ， 但 我 们 在 这 里 假设 科学 管理 忌 
达到 较 理想 的 程度 ， 而 从 数学 的 角度 去 研究 服务 设施 的 数量 
与 服务 效率 高 低 的 关系 。) 就 顾客 而 言 ， 当 然 希望 队伍 不 太 
长 为 好 ， 这 样 等 候 服务 的 时 间 会 少 一 些 。 

(3) ТОЯ. ЕНЕМЕ ЕМС ЕНІН. ХЕ 
系 到 服务 机 构 中 的 服务 人 员 ， 服 务 设施 的 工作 强度 。 也 涉 扩 
到 顾客 的 利益 ， 例 如 呼叫 一 次 电话 ， 总 希望 不 至 发 生 所 有 可 
使 用 的 线路 处 于 忙 期 。 因 为 所有 可 使 用 的 线路 都 处 于 忙 其 ， 
电话 就 打 不 通 了 。 

下 面 我 们 首先 研究 输入 过 程 。 

定理 10-1. 输入 过 程 (X; ELO, о} EIRE A 
的 泊 松 过 程 的 充 要 条 件 是 ，: 

{xX:，tE&[0，%)} 是 更 新 过 程 ， 其 更 新 闻 距 {7，， 
п-1, 2 ,…} 是 相互 独立 服从 共同 分 布 的 随机 变量 序列 ,里 
其 公共 分 布 为 以 4 为 参数 的 负 指 数 分 布 


и t>0 
t<0 





рет, Y (10.8) 

证 。 必 要 性 。 设 {Xe 16Г0, со)} 是 一 个 强度 为 4 
的 泊 松 输入 过 程 ，r。 是 第 4 个 顾客 到 达 的 时 刻 ， 工 ,二 Tt， 一 
Та-і» (1221, т,=0), {Xs=n} = (тадСі<ттар» 
{Х >т} -(та<1) GELO, со), п-0, 1, 2+), 
іш X =X(t) ФЕ 71, Т,, … Te WEI 立 ， 且 每 个 
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Т, АШ (10,8) 的 负 指 数 分 布 。 为 符号 简单 H, H 证 
k=2 的 场合 。 
任 取 正 实数 1,220, 2,20, Ж ГО, і.) л 16, 4 


aG aE) -al< 
в. 0) (о) ) 
ШІ An 与 B, ҚОЯНЫ В 


А.П 4Х(.)21} =0{ (2) 
=o х{ у=} 
БЕРИ 
= {<} 得 
A, N í(X(1,)>1 N {Т,<П:,} 
с U {x)= 0, х( тї. )=з, T: <t} 
с UG0:)=6, X(t11,)=1, Ті <t, 


T, <ta} 


„ 236 ° 








= (8), хб), 


т, 一 Ti +T, <, +t,) 





=) хб) 
і-0 
х(ЕІ, -а)> 2} 
-ЇДх(ф.)-о, хб) 
1=0 


a(i, +) (уа) 


-ЇҢк(@ы)-ьҗ(!.)-х(ф.)+ь 


х(Ж+н,)-х( +1 уы) (10-9) 

















п п 


Жин {X(t)，t E50，co)} 是 以 4 为 强度 的 泊 松 过 程 得 
Р(Т.<1., T;<t,)=P(X(ti)21, Т.<44) 
<Р(А, X(t1)>1,T:<t:)+P(Ba) 


аа), а(н) а) 


x қы, tia) x (HE, )>1)+P(B) 
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aat At. 


p сан Zn ..- 


二 PCBn) 


Cat (1-езіш) 





-м. М. N А 
1- еа от аср езе) РОВ.) 
БИ n 


и 
[1 +0(1)1— ° 
= ei aean) t ДӘУ 


О 


(п->со),„ 2. (10.10) 
ЖЕ (10:10) 中 令 n> BF 

o P(T, <t, Т»<1»)<(1—ет*®%)(1—е-®н) (10+11) 
下 面 证 明 与 〈10.11) 相反 的 不 等 式 。 仿 (10510) 有 
Р(Т.<1., Т.<21:) 


Ral 


КЕСТЕ 
жің +.) x (Tit )>1) 





Д 1 м 1 tt 

- 772 -atna 

-Se “dre (1-e Ç ”) 
ч n 


在 上 式 中 令 n> 得 
2238. 





P(T,<t:, Т.<+,) . 
>(1-е-у(1-е-із) (10°12) 
Н (10-11). (10-12) 得 
Р(Т.<+., Ta<t:) 
=(1= e74 )(1— e-t) (t1>0, 1.220) (10:13): 
在 (10:13) HA +, ^оф | 


P(T,<,)=(1—e-22) (t:>0) (10°14) 
E (10.13) ФА 1, 人 co 得 
P(T <iı)=(1— e7) (i:2>0) (10.15) 


由 (10:13). (10:14). (10-15) 得 
P(T <iis Т.<1,)= Р(Т,<1.)Р(Т,<1,) 
(#1220, 2:20) (10.16) 
而 当 11 和 ts 中 有 一 个 二 0， I (10°16) 显然 成 立 ， 当 
10 时 ， 又 有 
P(T,<t)=0 
总 之 T, 与 T: HAI, H 


РОТ.) 176" 120 
0 


15-0 
敬 必 要 性 得 证 。 
充分 性 。 É (Ta n= 1，2，…} 相互 独立 ， 且 
PT, Kft 120 (10-17) 


0 ї<0 


Л т.= 2)т, RASA (n, A) 的 T 分 布 ， 即 是 rn 的 
密度 函数 为 
42394 





АШ) ры 00 ор>0 


at) (п-1)| (10:18) 





往 证 (X,, 260, eo); 是 强度 为 4 的 泊 松 过 程 。 为 
此 ， 只 须 证 明 对 任何 正 整 数 z， 任 何 非 负 实数 0=1,<1.< 
“tiny RERE i, МА iny 有 下 述 恒等式 


Р(Хі, -Xi =i Х‹, =X, =i 4) 
Х., -Х.,-іҺһ) 





== " ті) [Ci 一 上 io-:)] . 
П е . 元 (10:19) 


事实 上 ， 车 把 11» 14» 4.» 10-1» ytis °... із 均 由 0 到 
co 求 和 即 得 
Р(Х„—Х‹„,=1,) 
[A Cto— to] 
1»! 
ЖШ {Xo 2600, =о)} 具有 平稳 增 量 ,而 按 (10-20) 
直接 计算 得 


=e ТАСЫ 3) o 


(1020). 


DI P(X -Xua =i) 0014-1) (10-21) 
бт 2 


(24 tv—tiv-1—>0) 


ZIP(Kk 一 Xt =i) =1 ` (10-22) 


ft =o 


此 即 4{X:,tE[0,)} 具有 单 跳跃 性 及 随机 性 。 而 把 
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(10-20) ҚА (10:19) 即 发 现 {XotE[o,cc)} 具有 独 
立 增 量 。 而 零 初 值 性 X,=0 乃 属 显然 。 总 之 ， í(X,,t€ 
[0,со)} 是 一 个 泊 松 过 程 。 下 面 我 们 对 x 作 归 纳 法 来 证 明 

(10-19) 

(H) 23 n=1 В, 
(1 ) Ж 11-0, 则 
Р(Х, — Xu =0)= P(X:, 一 0) 
-Р(Тісізу-е ы (10,23) 
ШЕНІ п--1, іл-0 PF, (10:19) ЖУ, 
(2) Жіс>0, MH (10,18) 得 
Р(Х, — Xu =.) = Р(Х, -і.) 
= P(r <ti 妇 ra+i) 


ti 
10° 
Q018 екы >t, | ti ==$)а{,*(5)4$ 
0 


“ 
АЕС | та, =5)а,*($)@5 
0 
t 
= Гвате>а-ӘауО94 
0 ! 
„ 
-sy А045): 
= - (t, МАЗАР es d 
f (1—1 е $ 
= e-i, CM) 
111 | 
此 即 n=1, 20 时 ， (1019) RX. ÑZ п=1 8, 
(10-19) 成 立 。 


(10°24) 
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(Z) 假设 n<m—1 时 (10-19) 成 立 ， 往 证 п=т 
时 (10:19) ЖУ, 

(1) %Ж.і.>0, 2.>0. J (10:18). (10.17) 
及 归纳 法 假设 得 


Ка 4Х,- Хау =1. DI 


өті 


=P(N іХ, =i, + =) 


өті 


P= (а (тауы +, «1. Ti +. +„+1 }) 


иті 


(10. 18) а 
一 一 -一 P(trs nti Д {тәне н, Сотова} 


0 r»? 


| ra = s)as,(s)ds 


ti m 4үкееті, 


= | Р({Т1>+-5} пі > Ть<1,-5 


9-2 Езіі4і 





Бы *+4y+1 
< 5 Ta Ма006 
К=їү+ї 
(10.17) t~s ( f += +i, 
— dsf а "(АС> Ть<15— 2-а 
5 z-s v=2 >, 
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. ` 
< > Т, "| Та,ізш в ре аш” з) 


J 
m it +1. 


-人 ds | ) À d Ја р r(A > Telte 5-и 


t=2 kai+t 


СЕИ 
< > ыо 
b=il+2 1 
A i-s Í ут 4-езі,-і 
1 2 22 
-| ds ІШЕ | "(а 之 Ту<іь-5-и 
үкен i I 
< > ra Yjet anco 
k= 


={, ds ма Р П <t,—s—u 
«сене, en ails) | 

_ 84 все, | " х _; + .十 ; _ }) 
-| 5; ца u| P П а-а-а frt 1 


» Дегдч ai Cs) | 
| 


-T 
ара (н 


о=3 





» Де as CS) | 
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t (4-4 
рсе 
f: $ сз “е 2 TI), 





резо о AG = 1 815 


iv! 
-au o AAs) i 
- А Au 。 ->I enis 
i (ы-і | 
= Аз): 
ds ч u Al) -а„-&\› 
f (1,1-1) П: 


ГАС — 1,-,)]% 
1.1 


= TI eit ) teto)l (10.25) 


vl tol 


(2) i і,>0, 11=0 8 т,=0<, 有 
Р п...) 


N 


-7(N {x, +) 


vaj 


= P A {roe +, < <i + )) 


vej 


m 
= ЖЕУ >. ге», Lto Tititi )) 
ve? I 
(8 (10-25) 可 证 
7 m А \ 
Р, П {x — Ха-а ==, J! 
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-Пезе -rp to 69-0026 421% (10°26) 


lol 
vel 


(3) = 12 一 0， 则 当 iis із 中 有 一 为 0 时， п= т 
的 情形 就 化 为 了 ?一 mm 一 1 时 的 情形 。 例 如 当 i1=0 Bf, 
有 


> (к, — К, =0} ní x — Ха, -onn {x 一 


X. a = i, }) 


= P {хь -Xn =0}п N {х -Xna =i, p 


v=3 





т 
一 ewf] e 20 t1) ГАС о Ёь-1 216 


v3 vI 





„ез [AG e> te-1)]* 
1:1 
AREE із-0, і>0, і>0 的 情形 。 这 时 我 们 有 
(注意 1,=0, X, , =0 Ж {Х,=п}={т„<ї<т»+ї}) 
Р(Х,-Хсі,, Xi, —Xi =0, Хе Xn Si +з, 
Xin — Xini =im) 
-Р(Ха-і, Ku =i, Xs =i +i т» 
Хы =l Hi teetin) 
= P(r <Р. тн, т<: тн, Titi «Е 


Ti,+riy+19 7%; тонне, іп ТЕ іу tinti ) 


v=1 


=P(T St Tht, Titi, Titit y 


Туву < лт tize тінді ) 
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+ 246 。 


i 
=f: Р(т\ү+172>1›, тім; Cta LITH Ө» 
тнк н Са тна |і, = sjean (s)ds 
{1 
=f P (Trs >із-5,(Т teH Trin) Li, 一 


(Тен Heet Traner) e (Tirit + 
Танн, ) «і «(Т.н + ер 


Таннен) ан, Св) 


f t3- 
-Ff 'p( (Tasa toe F Tran) <1.-%-и< 
- 
(Ti i teet Trene), е, (Tiszte 
Titit tin) «Еа $—и<(Т+2 +: + 


Tittei | Таза =u Jezu du Jass s)ds 


`[u fia-s 
-| П a POr Kt, = su, МА: 
2- 


1) в i 
Тіуезід-і <Па- 5- QS Tít. iks Әдет ди | 
“444 (5265 


11 13-8 . 
-| [J P(Xs-su =1,—1, се, Ха-а 


0 t= 


=1,+ e Ria 1) 6 Лет^ч du an Cs)ds 


-人 人 er [AC Su) lt 
Јо |ы (і-101 





т А tv—tv- ty 
“(ТГ ( Fal 21 ре du | 





9-4 K ; 
] 


° di, (s)ds 





-JJe iy) ГАО 1718 


1,1 





2-4 


Қасы Г(ғз-12218 aa(s)ds 
J0 1 





т 
= П e (t tea) ЕД “т і.-121% 


1,1 





= 4 


А f е8) пс, 二 4218 Alàs) є-%з ds 
Jo ` 1! (1-1)! 





ГА(2 = ь-:)1% 


= | 1 et, —t.— 1) НЕ 











4. 
. TAa) . еті 
131 
. [: AAs) 7 
(44-1)! 
2T [e-i . С, —2,-1)1% 
101 
4т4 
‚ eit 402, ta) . (М 
1! 4! 


т í, 
= ео . [4(Ф›—1»-4)] 


tu! 





(因为 1 一 0， езгеріс (lt 6 САЦ) ) 妇 纳 法 
完成 。 定 理 证 毕 。 

现在 我 们 来 综合 研究 服务 系统 。 如 前 所 述 ， 一 个 完整 的 
服务 系统 包含 三 个 组 成 部 分 ，〈1 》 输 入 过 程 ，《2) 服务 
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规则 ; (3) 服务 机 构 。 而 服务 规则 一 般 而 言 有 三 大 类 一 一 
损失 制 、 等 待 制 和 混合 制 。 这 三 大 类 中 ， 又 可 细 分 为 先 到 先 
服务 、 优 先 服 务 ， 随 机 次 序 服 务 等 。 但 是 ， 在 本 书 中 ， 只 是 
简单 介绍 排队 论 ， 如 不 特别 声明 ，“ 服 务 规则 ”都 是 等 待 制 
或 损失 制 ， 且 先 到 先 服 务 。 因 此 ， 在 服务 系统 中 ， 主 要 剩 下 
二 个 变动 因素 ， 即 输入 过 程 和 服务 机 构 。 对 于 输入 过 程 ， 我 
HM. D. Er, GI 分 别 表 泊 松 输入 、 定 长 输入 、 参 数 为 
(k. 1) 的 爱尔兰 和 输入、 一 般 输 入 。 对 于 服务 机 构 ， 主 要 
有 两 个 指标 ， 一 是 服务 设施 的 数量 ， 二 是 每 一 台 服 务 设施 的 
服务 速度 。 服 务 设施 的 数量 用 n (有 限 个 ) жо (2725 
个 ) 表示 ， 服 务 速度 用 С 表示 顾客 的 服务 时 间 是 一 串 相互 独 
立 具 有 公共 分 布 的 随机 变量 ， 用 允 表 示 顾 客 的 服务 时 间 是 一 
果 相 互 独立 且 具 有 公共 的 负 指 数 分 布 的 随机 变量 ， 刀 表示 顾 
客 的 服务 时 间 恒 为 定 长 ，Ew 表示 顾客 的 服务 时 间 是 一 串 相 
互 独立 的 具有 公共 的 爱尔兰 分 布 (Г 分 布 ) 的 随机 变量 。 而 
且 我 们 总 设 顾客 的 服务 时 间 与 输入 过 程 相互 独立 。 这 样 一 约 
， 定 ， 对 于 一 个 服务 系统 ， 只 要 用 四 个 指标 就 可 以 刻 划 了 。 例 
ЖШ: M/M/n (ER) 表示 泊 松 输入 ， 服 务 规则 是 等 待 制 先 
到 先 服务 ， 服 务 机 构 中 服务 设施 数目 为 x ， 每 台 设 施 的 服务 
速度 〈 即 每 个 顾客 所 需 之 服务 时 间 ) 服从 负 指 数 分 布 。 
GI/M/n (RR) 表示 一 般 输 入 ， 且 服务 规则 是 损失 制 先 到 
先 服务 ， 服 务 机 构 中 服务 设施 数目 为 x ， 每 台 设 施 的 服务 速 
度 服从 负 指 数 分 布 。 

(一 ) М/М/п (等 待 ) 系统 。 

在 这 一 段 中 ， 恒 设 

(1) 输入 过 程 是 以 /为 强度 的 泊 松 过 程 ， 

(2) ”服务 规则 是 等 待 制 先 到 先 服务 ， 即 是 顾客 到 达 
+ 248 = 





时 ， 若 有 服务 设施 空 闪 ， 则 该 顾客 立即 被 接受 服务 ， 车 所 有 
5 (ай) 服务 设施 均 被 占用 ， 则 该 顾客 加 入 等 待 队 伍 ， 依 
次 等 待 接受 服务 ， 

(3) 服务 机 构 中 服务 设施 的 数目 为 x， 每 个 顾客 的 
服务 时 间 服 从 参数 为 4 的 负 指 数 分 布 ， 从 而 每 个 顾客 的 平均 


服务 时 间 为 二 。 


(4) 各 顾客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 ， 且 与 输入 过 
程 也 是 相互 独立 的 。 | 

Ф 11 表示 时 刻 t 在 该 服务 机 构 中 正在 服务 的 顾客 数 与 
等 待 服务 的 顾客 数 的 总 和 。 则 仿 例 9.1 可 证 ， (mo 2600, 
co)} 是 一 个 生 灭 过 程 ， дши О=(4‹,3» ‹,1;>0) 
有 如 下 形式 ， 


一 À, 0 о 
О= һа —(Àj +u) А, 0 
0 Ез —(А:+и:) A 
其 中 
A =) = 0, 1, 2, .. 
| ju ізі, 2, en (10:27) 


И ти )-п-1, n+2, +з 


令 РаО-(ы:Са0,і,і>0) Æ dne 1Є[0,со)у 的 转 
BER, РО) = (p i, G, і,і>0) 由 定理 8.6 所 定义 。 
定理 10.2。 对 于 M/M/n (等 待 ) 系统 而 言 Ж 


<, M {44，1E [0,c0)} 的 转移 矩阵 РС) = PU), Н 


• 249 • 








Шар, 0-І. (1220, j>0) (10-28) 


Sior 
к= 
其 中 po=1 рь лаа рыр) (10-29) 
| | Наз к 
Азиз 如 (10-27) 所 定义 。 


ж. HT <, Br: 
一 ш Krtilkta hm 
> > Дедал А 


> I п Шк+1ик+ 2 т 
> У! > ҮТТЕ 


因此 由 定理 9.1 RIM Р(У-Ро), 








又 因为 
== — q —— <ое 
уз Í оа шиор | 1 
24%; 213,111 Ле 2% 
> ы Kitz Hz 
201 hht Åz 
= 1 2 n к-п 
7а Х(4У-(%) 
kant Ñ Á МА 
`= co 


所 以 ， 由 定理 9.3 (R) ші 
*250 ° 








Шар st) -at (i>0,j>0) 
>p, 


= 
ҖЕЛШ10+2 ЕЁ 
型 在 我 们 来 分 析 一 下 定理 10,2。 


(1) АЁ 2<1 的 意义 。 我 们 知道 4 是 输入 过 程 一 泊 
松 过 程 的 强度 ， 它 的 直观 意义 是 “单位 时 间 内 来 到 的 顾客 
的 平均 数 ”， 而 4 是 服务 时 间 所 遵从 的 负 指 数 分 布 的 参 
数 ， 它 的 直观 意义 是 ,万 是 每 个 顾客 的 “平均 服务 时 间 ”， 





Алі 是 一 台 服 务 设施 манадан 顾客 的 平均 
数 ”， 而 今 服务 机 构 内 及 台 服务 设施 是 “单位 时 间 内 来 


至此 服务 机 构 的 全 体 顾客 所 需 之 总 服务 时 间 的 平均 数 ， , 
今 最 务 机 构 内 共有 台 服 务 设施 ， PERA DIAEA 


供 半 个 单位 时 间 的 服务 。 因 此 ， 当 2>1 时 ， 供 不 应 求 ， 

劳 必 等待 服 务 的 顾客 数 愈 来 愈 多 ， ЖЕНЫ і>0,>0, 总 有 
lmp; | i (t)=limp(mi = ilm á =i)=0 

服务 系统 不 能 达到 平衡 状态 。 而 当 a 时 ， 供 过 于 求 ， 

等 待 服务 的 顾客 数 不 会 愈 来 愈 多 。 所 以 





ларе, s(t)= = 03 (2220, 1220) 
Ки 
ЖЕРИЙ ЕКИН, Фу = аР), W 


4251» 








pi =lim27 Pn =i) prs(t)= 02 
i> 0 .... 0, 


k=0 


b; 称 服务 系统 处 于 平衡 状态 i 的 概率 。 显 然 


>= 1 
其 中 ps 由 (10-29) 所 定义 ， 即 是 


(4 E 当 0O<k<n 
= Ке үг үк. (10°30) 
(2) т Ае" =) 当 Кп 


pb = „03 一 一 


5 之 (2 LCY isy 


k=0 























03; 
HE) 
- ти 
LATAS 
< 00) к) я - 0<;<n, 
EE 
зк 
= | (Фу. ni -的 = 如 (二 ) 
SHG ГЕ En —т " 
іп 10-31) 
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rY Я 


ег 





(22 顾客 来 到 服务 机 构 时 ， 不 能 即刻 接受 服务 ， 需 要 
等 待 的 概率 pw。 

因为 服务 设施 共有 7 人 台 ， 所 以 一 个 左 客 来 到 服务 机 构 ， 
不 能 即刻 接受 服务 的 充分 必要 条 件 是 : 服务 系统 处 于 的 平衡 
状态 >п, MA 


bu= Ур; (10:32) 
jan 


СЗ) 服务 机 构 内 的 总 顾客 〈 包 括 正在 服务 的 与 排队 等 
待 服务 的 ) 数 的 均值 Nm。 


显然 

Na = Жі» (10°33) 
(4) 等 竺 服务 的 顾客 数 的 均值 Na(W )。 
显然 

NeW) -хі Dats (10:34) 


E13., ЯМ/М/п (等 待 ) 系统 而 言 ， 设 z<, 


当 系 统 达 到 平衡 状态 以 后 ( 即 是 Pl = 站 = Уу P(n a = 


і) ре, 31) 22 > Рср-ч Ы)» (H t 充分 大 )) ， 令 来 
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到 了 服务 机构 请 求 服务 所 须 之 等 待 时 闻 为 这， 则 





POYDI)= ра: 1 нети (20) (10-35) 
1 в 
щш. < 
P;(W>1)= 了 (WD>1| 顾 客 到 达 时 ， 服 务 系 统 处 于 平衡 
R5. 7) ， 则 
P(W>1)= > p; PW >i) (10°36) 
TAR 
P;(W>t)=0 (i2>0, 1-27) (10,37) 


14. (10-37) RA (10:36) 得 


Р(И>ї)= У) bp P (W> 1) (10:38) 
3= 5 - 
下 而 我 们 来 计算 P (W>>1), 

当 服 务 系统 处 于 平衡 状态 Ос>ты, MWER л КЖ 
正在 接受 服务 ，7 一 n 个 顾客 正在 排队 等 待 。 所 以 这 时 新 到 
来 的 顾客 要 在 服务 机 构 依 次 服务 完 7 一 "十 1 个 顾客 后 ,他 
才能 被 接受 服务。 因此 若 令 允 (1 ) 为 时 间 长 度 t 内 服务 机构 
服务 完 的 顾客 个 数 ， 则 


Р, (>) SIPOMG:=:) (10-39) 


由 于 各 项 客 的 服务 时 间 相 互 独立 且 具 有 公共 的 以 4 为 参数 的 
负 指 数 分 布 。 所 以 在 该 顾客 等 待 时 间 内 ,每 台 服 务 设施 的 输出 
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过 程 〈 即 服务 完 而 离开 服务 机 构 的 顾客 ) 是 一 个 以 & 为 强度 
的 泊 松 过 程 《 定 理 10*1 正 是 这 一 结论 的 理论 根据 ) ， 而 今 该 
服务 机 构 内 共有 7 人 台 设 施 (当然 它们 之 间 的 服务 是 相互 狂 立 
B) ， 所 以 此 服务 机 构 的 总 的 输出 过 程 是 一 个 以 mp 为 强度 的 
泊 松 过 程 。 所 以 

Р(М()=1) етин ош)! (10-40) 


EL (10-39) „ (10-40) 和 (10.31) 代 入 (10*38 ) 得 


æ j-n | 
P(W>t)= Уы е-е сш)! 


ian i= 0 








Sprer Co (AY LL 
= М ' 工 一 一 - 
21. 


А 
пи 


其 中 ps 由 《10.31) KEX., ЕНЕ, 


= ppe (ni 


(10°41) 


* 755. 





系 1。 顾 客 需要 等 待 的 概率 为 


bo = P( №0) =ф» кэ, 
1 


— ай 


(10°42) 


这 与 (10.32) 的 结论 是 一 致 的 。 因 为 由 (10*31) 有 


нен)" G>) 


ЁТЕ (10-32) ЖЖ 





系 2。 顾 客 到 达 服 务 机 构 后 平均 等 待 时 间 为 
E(W)= [< (— P(W>1)) Ja: 


Јо 





=Ẹ ipa" 1 e(nu— дегсн» tdt 
' 1-5 . 


пи 

= P o 1 м. n _ 

1 A (mu—4) 77" (ш-433 
пи 


о) а туз 





(10-43) 


定理 10.4。 就 MAM/1 (等 待 ) 系统 而 言 ， R<, 当 


系统 达到 平衡 状态 以 后 ， 在 长 为 工 的 时 间 区 间 内 ( L 835 
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大 ) 。 
(1) 忙 期 ( 即 服务 设施 正在 服务 ) 的 总 长 度 及 平均 个 
数 分 别 为 
4 


Ls= ÅL Z(Ls)=1 24 (10-44) 
z Р 


(2) 单个 忙 期 的 平均 长 度 





Ls(1) =. (10-45) 
u— À 
(3) 单个 忙 期 内 所 服务 的 顾客 平均 数 为 
М(1»(1))= ттар! (10-46) 


E. WM/M/1 (等 待 ) 系 统 而 言 ， 正 如 定理 10.2 后 面 ， 
ЯЛ с (而 今 n=1) 的 意义 的 分 析 那 样 2% “单位 时 间 
夫 来 到 此 服务 机 构 的 全 体 顾客 所 需 之 总 服务 时 间 之 平均 数 ”. 
亦 即 在 相当 长 的 时 间 工 内 ， 忙 期 总 长 度 为 


Ls= ÅL 
u 


于 是 
各 闲 期 (从 服务 机 构 变 成 闲置 开始 到 新 顾客 到 来 为 止 这 
Эа) 的 总 长 度 为 
1 
I 1-Із-із(1-5 
后 在 时 间 工 内 。 闲 期 的 平均 个 数 为 


06-0) 
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于 由 各 个 忙 期 与 各 一 闲 期 在 时 间 轴 上 是 相间 的 ， 所 以 ， 在 时 
闻 工 内 ， 人 忙 期 的 平均 个 数 亦 为 


Z(Łs)=4L-(1- эы 2044-12 


ПАТ 13880 ЗЕЕ 


Ев 1 
(в) — Е- ША 


章 个 忙 期 内 所 服务 的 顾客 的 平均 数 为 
Шелер E 


一 人 


Ls(1)= 


Г 
Са, ВВОЗ НТУ ye ЖЕ 


E, 

(二 ) M/M/n (消失 ) 系统 。 

在 这 一 段 中 ， 恒 设 

(1) 输入 过 程 是 以 4 为 强度 的 汽 松 过 程 ; 

(2) 服务 规则 是 消失 制 ， 即 是 当 顾 客 到 达 时 ,车 4 个 
服务 设 题 至 少 有 一 个 空 闪 ， 则 顾客 马上 被 接受 服务 ! Eni 
服务 设施 均 被 占用， 则 顾客 就 离开 服务 机 构 ， 或 者 说 此 顾客 
消失 了 。 

(3) 服务 机 构 中 服务 设施 的 数目 为 *， 每 个 顾客 的 服 
务 时 间 服 从 以 & 为 参数 的 负 指 数 分 布 ， 从 而 每 个 顾客 的 平均 


服务 时 间 为 二 。 
(4 ) 各 硕 客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 ， 且 与 输入 过 程 


亦 相 互 独立 。 
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Er 7 是 时 刻 上 正在 被 服务 的 顾客 数 ， 则 由 于 现在 ЖЕ 
МЕУМ/М/п ОНЖ) 系统 ， 所 以 全 所 可 能 取 的 信 为 0,1,2, 
ель 共 nti 个 值 。 

кон 540» LED, oE “БВК GE ntl 

D) 时 齐 的 马尔 可 夫 过 程 , > PU)= Qi), i= 


0,1,…,7) 是 其 转移 矩阵， О0=Р'(0)=(р;,; (0), 1,] = 0, 


],…:2) 是 其 密度 矩阵 ， 记 ti, р (0) = а, MH 
и 4% 0 0 .. 0 
| 1 —(4 +u) 1, 0 " 0 0 
9 = 0 Ho —(2:+ nu) 4, ++ 0 0 
200 0 0 Ü = Unha) 


其 中 ¿ =), (0<2:< л), пу= ји, (1<7<п), ПВ. 





2 
ә =limP(m =))=po" a) (G=1, = ,n)(10+48) 
ітз< Í. 


其 中 
:nn AN3. 71 
oo 人 (位 007 (10-49) 
9 jpo 


《10.48) 一 (10.49) 通常 称 为 爱尔兰 公式 。 它 给 出 了 1> 
ғ ЖЕРЕ ДКА у 的 概率 。 特 别 地 


=G DZ DY (10.50) 


了 = 0 71 


. 259.0 





是 7 个 服务 设施 都 正在 进行 服务 的 概率 、 亦 即 顾客 到 达 时 全 
到 拒绝 服务 而 消失 的 概率 ， 称 之 为 消失 概率 。 

由 (10"48)、(10.49) 得 知 : 正在 服务 机 构 内 被 服务 的 顾 
客 的 平均 数 为 


Nm= Ўв: a (4) 


j=0 348 71 


3 G W (10:51) 


W. 仿 例 9"1 知 {л} 是 时 齐 的 《有 限 状态 的 ) 马尔 可 夫 
过 程 。 又 P(m+a =i+1|m =i) 

p (оион, B i 个 正在 服务 的 
顾客 尚 无 一 个 结束 服务 

+P([t,t+ 4) 内 至 少 来 二 个 顾客 ， 且 使 пән-ізі( 


Jeff: I(At)+ I( At) (10.52) 
.根据 泊 松 输入 与 负 指 数 分 布 的 性 质 ， 以 及 输入 过 程 与 各 顾客 
的 服务 时 间 相 互 狂 立 可 知 ， 
I C4t)=(Agte-at)(e-ra)i 
=44t+0(4t) (411—0) (10°53) 
I(At)=0(4t) (At—0) (10:54) 
以 (10.53)，(10.54) 代 入 (10.52) 得 ; 


IC+ I(At) 
Át 





дөл lim 
04-0 


=å (т>і>0) (10.55) 
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Р(пәл-і--1|7,--1) 


一 P( 在 [区 1 十 db 无 顾客 到 来 ， 且 i 个 顾客 中 恰 有 一 个 


服务 结束 ) 


十 P( 在 [tt+4t) 至 少 来 一 个 顾客 ， 且 i 个 顾客 中 至 


少 有 一 个 顾客 服务 结束 ，mi4 =i-1) 
ЖЕ | *(AD+ *(дї!) 


ШЧ 
I *(At)= e-24;(1— e-z#)(e-sat)i=1 
=ig4t+0(At) (At—0) 
O< [*(At)<(1—e-24)(f1—[e- 46] t) 
=0(4t) (At—0) 
里 以 
444-і ша MDE 17041) 
Һ4-0 
-ін (i 之 1) 
仿 之 易 证 : 
| 


got 一 一 (4 十 ji) (п>іс1) ааа = — ny 
(6,50 (li—;]>1) 
482 (10-47) 得 证 。 
再 用 定理 8.5(7)， 解 线性 方程 组 
409 Qo * doss 


бажы ы ‚Ха) liso lisi “" Qism 
| 
\ 
| 
| 


бт, 0 Яв» 1 ... nsn 


Lx 20 (0<¿=n) 


(10:56) 


(10%57) 


(1058) 


(1059) 


(10-60) 
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得 通 解 为 
LT „ = L(A E j=],2, en 
Xj Шара: ха М 4) o (j ., ) 


所 以 ， 由 定理 8*5(7) 得 : 


limpi, (t) = OF HAYY | 


(і-0,1,:-,"» 7 了 二 0,1,…,n) Ж 
р-п P(rz = j) 
t> 


n 


=lim У) Р(ло= 1), (t) 


із ШО 


SHAU 


<j! 





= (27 


(сіп) 定理 证 毕 。 

(=) М/М/сЖ%, 

在 这 一 段 中 ， 恒 设 

(1) 输入 过 程 是 以 为 强度 的 泊 松 过 程 ; 

(2) 服务 规则 就 是 先 到 先 服务 ， 注 意 ， 由 于 现在 服务 
设施 有 无 穷 多 个 〈 理 想 的 ) ， 故 任 一 来 到 的 顾客 ， 既 不 需 等 
待 也 不 消失 ， 因 此 这 时 无 等 待 制 与 消失 制 的 差别 。 

(3) 服务 机 构 中 服务 设施 有 无 穷 多 个 ， 每 个 顾客 的 服 
务 时 间 服 从 以 上 为 参数 的 负 指 数 分 布 ， 从 而 每 个 顾客 的 平河 
服务 时 间 为 二。 
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СА) 各 顾客 的 服务 时 间 是 相互 独立 的 ， 且 与 输入 过 程 
亦 相 互 独立 。 

设 7 是 时 刻 + 正在 服务 的 顾客 数 。 

例 9.1 已 证 {74,tEL0,o00)} 是 一 个 生 灭 过 程 ， 其 密 ШШ 
Бен (9-4) 所 给 出 。 而 {1} 的 其 它 特性 ， 参 看 习题 9*5。 

习 题 

10-1, ЖМ/М/п ($) RAWA, 24-2, ,-3, 
试 求 

(1) 系统 处 于 平衡 状态 i 的 概率 by， (7220); 

(2) 顾客 来 到 服务 机 构 ， 不 能 立即 接受 服务 而 需要 等 
待 的 概率 pw 

(3) 服务 机 构 内 的 总 顾客 数 的 均值 yo 

(4) 等 待 服务 的 顾客 数 的 均值 Nn(W)， 

(5) 顾客 的 平均 等 待 时 间 ECW )。 

10:2. ЯМ/М/1 (等 待 ) 系 统 而 言 ， 已 知 1= 2， 欲 使 从 


期 在 整个 时 间 中 的 比例 不 超过 5 ， 问 服务 设施 在 单位 时 间 内 
至 少 能 服务 完 多 少 个 顾客 。 再 问 车 忙 期 在 整个 时 间 中 的 比例 
恰 为 也 ， 单 个 忙 期 的 平均 长 度 001) е 单个 忙 期 内 所 服务 


完 的 顾客 平均 数 N(Lp(1)) 为 何 ? 单个 闲 期 的 平均 长 度 为 
何 ? 

10.3。 证 明 (10.60) 。 

10-4. ЖМ/М/100 СЕЗ) 系统 中 ， 设 每 个 顾 客 的 平 


均 服 务 时 间 为 2 秒 ， 欲 使 消失 概率 peos, HERAN 





1 
1000 
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Жн, А СВ) 时 间 内 来 到 的 顾客 的 平均 数 最 大 是 多 少 ? 
(近似 值 ) 。 Е 
GER: 对 mr MERG (Stirling) 近似 公式 ， 再 用 


xi 
— ez, ) 


= Í! 


‚264, 





іп 正 态 过 程 、 


我 们 知道 ， 正 态 分 布 在 概率 论 中 曾经 扮演 过 很 重要 的 角 
色 。 其 原因 起 码 有 两 点 ， 一 是 实际 问题 中 ， 许 多 随机 变量 的 
分 布 函数 近似 于 正 态 分 布 〈 中 心 极限 定理 充分 地 说 明了 这 
点 ), 二 是 正 态 分 布 具 有 许多 优良 的 分 析 性 质 。 在 这 一 节 中 ， 
我 们 将 要 粗略 地 介绍 一 下 正 态 过 程 。 正 态 过 程 在 随机 过 程 中 
的 地 位 ， 从 某 种 意义 上 说 ， 有 点 类 似 于 正 态 分 布 在 概率 论 中 
的 地 位 。 其 原因 也 是 由 许多 重要 的 随机 过 程 可 以 用 正 态 过 程 
来 逼近 ， 而 且 正 态 过 程 有 许多 优良 的 性 质 。 

首先 我 们 讨论 一 下 正 态 随机 变量 的 一 些 简单 性 质 。 

定义 11-1. 进 称 随 机 变量 是正 态 随机 变量 ， (或 者 
称 X 服 从 正 态 分 布 ) ， 如 果 Х-и-оҮ, Epu Ж, c 
是 正 数 ， 了 Y 是 随机 变量 ， 其 分 布 消 数 为 


Е(ху=Р(Ү<х)= t|" et dy, xe (—о,оо), 
或 者 等 价 地 ， 了 的 特征 函数 为 
те еі 
易 证 Е(Ү)-0, Var(Y)=1, 从 而 Е(Х)=н, Var(X)= 
oz， 三 的 特征 函数 为 gpx(t)=etetgpy(tlo), 


对 于 期 望 为 & 方差 为 0 的 正 态 随机 变量 X， 我 们 用 X 和 ~ 
М(ь 0?) 表 之 。 若 .XX~N(0，1) ， 则 称 和 是 标准 正 态 随机 
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变量 。 
命题 11.1。 设 Xipe, Xs 是 7 个 相互 独立 的 正 态 随机 
TE, Хал (ик, o4) ‚ К-1,%%,", 则 


ENZ 502) 
pi кті ші 


证 因为 Xisto Xn 相互 独立 ， 所 以 根据 独立 随机 变 
量 之 和 的 特征 函数 等 于 诸 随机 变量 的 特征 函数 之 ЯА T АИ, 


xX， 的 特征 函数 为 


k= 1 


n 
ф( = [fetr eiei? 


k= 1 


п п 
if 人) 二 也 GE 
= e k= 1 кта 


Њи 
Ум, е) 
k= 1 k=1 кті 


(d) | 

以 后 我 们 用 “X — 了 ”表示 和 和 了 的 分 布 函数 相 同 。 

定义 11.2。 Pn ЛЕ (Х., …Xn ) ЖЕН), 
ШЕ 


(4), = = 
(X, X.) ~N (552,62, 十 Da， Ур, а.,.2а +b,) 
k=l k= 1 
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H are, be Сс” 1T< wm) 是 实数 ， 121,9, 0 
Zn) 是 mm 个 相互 独立 的 标准 正 态 随机 变量 。 
命题 11.2. BE (Ki, e, Xa) Жә ЕЖЕН ЖШ. 


п 
сағада т ЕЖ, 出 $=уус,К, 是 正 态 随机 变量 。 
таа 


证 ”由 定义 11.2， 必 存在 实数 о,,ь, be (Іп, 


(d), " 
(Хе. (Бава, Уан, Z +b} 
` зі кті 


所 以 
п (4) т қ _ в . 
S=) c. X, (> |> car |Z + Хо) 
т-і k=l теі теі 


ШЕ ОЕА ЛЕ, 165095. 
XS: KERETA: 





n 
E(S)= > с,ЕХ,) 


r= i 


yar(9)= > 2 Co ХЫ Х;}с+с, 
其 中 
Cov(X rs X;)=E((X,—E(X,))(X; -ЕСХ;))) 
是 X, 和 X; 的 协 方差 。 
定理 11*1。 n 维 随机 变量 (天 : ,，…, Ха) 是 正 态 的 充 要 
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条 件 是 ， 
其 特征 函数 Е(єХ+ 41, X.) ) 为 


ge (11-1) 
其 中 
(ёз 
І-ІІ иаа) 
М 
е (тн Фа се еі 
в у= тылып 
` ua оъ, Ол, ，… Олуп 
03,ь= бот(Х;, Хь) ux=E(X,) (1<), k<n) 
XE n 阶 实 元 素 的 非 负 定 对 称 方 阵 。 


证 。 (1) BEHE, BR (Xi, Xa) 是 维 正 态 随机 ` 
变量 。 则 由 命题 11,2 得 知 Do E 正 态 随机 变量 。 令 


其 特征 函数 为 
1 EX 
Phenes ХОР (а ) 
出 
Е (È „Хш Var DtsXs) 
Piit, (и)=е кті езі 
Hi 
Ее = ж-е» 1<, k<n) , из=Е(Х,), 
Hn : 
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о;,к=Соу(Х;,Хь) i'=(tis"" ls) 则 


(5 х) 


о<Уа (5) аю) Dtsossrtr=t Dt 
k=1 371 k=1 
狐 以 乙 是 非 负 定 的 对 称 方 阵 ， 且 〈X+, …， Xa) 的 特征 函数 
为 


. п Х 
«(з= В = pis (1)= th E 


DEERE. 
(2) 充分 性 。 设 (X, Хы) 的 特征 函数 为 
әсі, а) еи Et 


ti 
其 中 =t ег), := (i) z 和 三 满 足 定理 中 所 给 之 


条 件 。 则 存在 n 阶 方 阵 


Qis1 ... lisa 
一 | 
4441" Ахуя 


О= АА 其 中 4 是 4 的 转 置 方 阵 。 取 Zi, es 


2, 为 n 个 相互 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 , 令 фо(а)-е із 
为 Z: 的 特征 函数 ， 再 令 


使 
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Y, РЭ АГ 1<r<n 


网 (了; ,…, 了 。) 的 特征 函数 为 


фан, еу) =Е(е! атат) 


¿(lini te -нтша)-і È Ў +а,,к®» 


- ae) 


шен, ee Èr ене) 


т т 
Г П (1а) 
кті r=1 


же (e KE ағы) ) 


Т -ACÈ trar) È ras.) 
рш=е?%#/л е езі 
Еті 


т n n 
+> ECE ar, els, irls 


= eit] Pee Теі $=1 k=1 
шөйі/з-іа ОУ) 


所 以 由 特征 函数 与 分 布 函数 相互 唯一 决定 知 : 
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(а) 
(Xi, XI) ~ (Yi se Y.) 
亦 即 (Xi, Xa) Æ n БИЕНІ А, 
定理 11.2。 设 (Xise Xa) 是 2 维 正 态 随机 变量 ， 
二 Ci151A1 十 Ci 人 2 十 … 十 Ciya 及 9 


Y. = Cms1iXi Са, Ха T cx. n Xa, 
ERTES: E (1<;<m, 1<k=<n) > WJ (Yis, Ym) 是 
维 正 态 随机 变量 ， 且 其 特征 函数 为 


Фу, взт (йі љ) = E (e: а 173,2) 


=exp{i DUE- > tstsCov(Ys ,Yn)} 


3-і 581 k=l 
(11,2) 
其 中 
Е(У;)--сҙ,.Е(СХ.)--<- +c; ЕХ.) (11,3) 
Соу(Ү;,Ук)= У) Хус),эсь,«Соу(Х»,Ха) (11-4) 
p=1 4-і 


证 因为 


m m п 
Уу ӘҮ- Уі Ус), Хь 
рчі 


j= 1 ізі 


-二 位 t C.P], (11-5) 
ртісі-і 
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т 
5»= 7133р (p=1,." ,п) 
141 


Pr, s= ər (t: ә tin)=E(et 151%7%41,)) 


为 《X;,… ,Xs) 的 特征 函数 ， 则 由 (11:5) 得 
Фт,»-эт (іі tm) = Pl, s. r (Sisa) (11:6) 
直接 用 定理 11.1 计算 (11:6) 右边 之 特征 函数 发 现 它 就 是 
(11-2) 式 右边 。 定 理 证 毕 。 
定理 11.3。 设 (Xi, Xa) 是 2 维 正 态 随机 变量 ， 财 
X1,… ,Xn 相互 独立 的 充 要 条 件 是 它们 两 两 不 相关 (F 
Со+(Х;,Хь)=0, (7). 


K` 
证 $ | >у=(ок,, 1k, іт) 





ux=E(X,), ок„;=Соу(Хь„, Xi), 则 由 定理 11:1 Ж» 
(Xi, X.) 的 特征 函数 为 
E (et t үХхү+зн „р у=е!!'* дә Dt 
X. Х, 的 特征 函数 为 
Е (ей ху. ікЕСху-і 11уа (хі) 
= e FMG 10,2 1<1<а 


所 以 
Xip, Xn 相互 独立 


<> E (e Xite 6х0) = Цас (l Xk ) 


k= 1 
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s 
: 0-3 "У =] [e "о 


ҒЫ 


" 
> tD t= D tior, 


к-і 
< 0j =l (==) 
定理 证 毕 。 
定理 11*4。 设 (X:，X,) 是 二 维 随 机 变量 ， 如 果 
Е(ГХ.-(а4Хі-50170<Е(ГХ.--(аХ,-58017) 
对 一 切 а,56(-оо, оо) Жу, MH 
Е(ІХ – (а.Х.+2,0)1Х:)=0 
证 (1) ЕЙ c>0。 由 假设 有 
E([X;—(a X,+b,)]2)<E([X;—(a Xi+b;)—cX,12( 
-Е((Х.-(а.Х.-%)17) 
—2cE([X:— (40X1 +b0)]X1)+ с E(X}) 
所 以 
2E([X, —(a X: +b,)]X: )<XcE(X:) 
(对 一 切 с>0) Яу, ЯШ 
Е(ЁХ»,—(а,Ха‹+Ь)1Х,)«0 
(2) ЖҰЖ с<0, 15 (1) 可 证 
E([X, —(a. X, +b,)1]X,)20 
定理 得 证 。 
下 面 我 们 来 研究 正 态 过 程 。 | . 
定义 114.3。 称 随机 过 程 (X, (CT) 是 正 态 过 程 ， 如 
果 对 任何 正 整数 x， 任何 tiesin, ET, i=1, e,n), 
(Xi, Xi) R n ИЕБИ ЛЕБИ» (一 般 而 言 T= 
[0, оо), Га bJ REMEM.) 
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正 态 过 程 中 一 个 很 重要 的 特例 是 所 谓 的 维 纳 〈Wiener) 
过 程 。 
ХЕ 11.4, (ЖОН) 称 随 机 过 程 4Х.,1 (0, со)) 
是 一 个 以 o? 为 参数 的 维 纳 过 程 ， 如 果 它 满足 
(1) Х,=0; 
(2) 对 每 个 :220, Х.--М(0, о?ї); 
(3) 具有 独立 增 量 ; 
(4) 具有 平稳 增 量 。 
定理 11.5,， 涛 {X 1610, 2о)} 是 以 о? 为 参数 的 维 
纳 过 程 ， 则 
(X:—Xs)~N(G0,i1— slo:) 
证 Ж t>s, БУ Ха-(Х.--Х,)-(Х.-Х%), 
H (Х,-Х.) 5 (Х,+Х„) 相互 独立 ， 所 以 
Е(е®хзу<Е(ебхгхл )Е(еѓчх.) 


ІҢ» 
EÇ ettari?) =Е(еї#ху/Е( eivxs) 
yp е8" 
= "ЧТ? 
вр. 


СХ,- Ха)--М(0, (1—)о?) 


定理 11*.6。 维 纳 过 程 必 为 正 态 过 程 。 

证 任 取 正 整 数 n, 任 取 0<1,<1,<- <t, ;由 于 XX, 一 
Хелу Хе. Хезу ә ХНАУ, Н (Хе. Ха.) 
““М(0,(ы-1-40070, В 

(Хь, (ХХ), “5 (3) 
• 274 • 





J п 维 正 态 随机 变量 。 又 因为 


Е 100 … / Xn 


| Хь, Xt, 
| Xi — Xt, : 


Xia Kla-1: 


| хы 110. 
| хы 01 
| : | везение 
`x) Т 00-11. 
所 以 由 定理 11*2 得 知 (X: Xto Хз, Ха) Ж п 维 正 态 
随机 变量 。 定 理 证 毕 。 | 

定义 1105, B {Zas 120) 是 一 串 随机 变量 ，E(Z 3 
<co，E(Z2)<co。 如 果 


ШпЕ(|2,-2|%-0 (11,7) 


© о с 








则 说 {Za} 均 方 收敛 到 Z ， 记 作 
L? 
limZ,=Z, [1°], 或 者 Z ,一 >Z (11-8) 


设 {Zo !ЄТ} 是 一 族 随机 变量 ，t。 ET， 车 
lim Zí 一 Zn [L2] 


єт 


(11,9) 


Юй {2Z 4} 在 io 均 方 连续 ， 如 果 (Z 在 每 一 个 :ET = 
ЕЖ, ШҚ (Z,) 是 均 方 连续 的 。 

定理 11.7。 设 2 是正 态 随机 变量 ，(p 一 0,1,2,…) ， 
Z, 一 >Z， 则 Z 亦 为 正 态 随机 变量 。 

证 令 2.412 的 特征 画 数 分 别 为 Palt) 和 g(t) 5 再 
令 и»=Е(2»„), о1-Уа:(2.), u=E(Z), o2=Var(Z) WJ 
出 定理 假设 知 
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Pa(t)= ebro е1 (n>0) (11.10) 
为 证 Z 是 正 态 随机 变量 ， 只 须 证 明 其 特征 函数 为 
ф()у=ейн-3о%+ (11°11) 
为 此 ， 又 只 须 证 明 ， 
limə,(r)= gG) ФЄ(—со, оо) (11,12) 


Шан„=д (11:13) ` 
limo? =02 (11-14) 
WE, H 
ІтЕ(|2,-2|2)-0 (11-15) 


|ФаС3-Ф(І -1Е(ей2-гй2)| 
< E(|e#Z,_ e”Z )<|+|E(]Z,—Z]|) 
<]: lE(|Z,—- Z|: (11-16) 
[йь—и|«<Е(|2,—7|)«<1{Е(|2,—7|*%)}# (11-17) 
[0.=9|2=02— 20,0 +0? 
一 ci +0220 Е(|2.- иа 2)Е(12 |2) 
<01--02-2Е(|2.-;АҺ1|12-,М|) А 
«01 +02 – 2Е((2.— 1.) (2 —u)) 
--Уа:(2,-2) 
. -Е(|2,-2|9-4Е(2,-205 (1118) 
可 得 (1112), (11:13), (11.14) 。 定 理 得 证 。 
定义 11*6。 《随机 过 程 的 微分 与 积分 ) 
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W {Xi 16/0, о) 是 一 个 随机 过 程 , 0<а<ь<оо, 
如 果 存 在 随机 变量 Y， 使 得 对 La, b) 的 任何 一 个 分 划 人 入， 
a=t0<ti< tn=b 
只 要 5(4)- тах (44-14-1)->0 都 有 


lim Dp ау [L:] (11,19) 
4 440 ҮШҮ 
ШЖ АХАЖ Га, b) 上 是 均 方 可 积 的 ,了 称 为 它 在 [a,5) 
上 的 积分 ， 记 作 

Xidt=Y 


Га, 


类 似 地 ， Ж t ЕГО, оо), 且 存 在 随机 变量 Үз, 使 
lm н Xi ү, [1] (11-20) 


ШЖ {X E to Е АЈ, Уг, 称 为 它 在 io 的 导数 ， 记 作 
Xi SXi tt, =Y: 如 果 对 每 个 : ЕГ0, оо) |, {Х,} 在 
t ЕНІ, ШЖ {Х,} 是 可 导 的 ， {Xis t ELO, оо)} 称 为 
其 导 过 程 。 

在 这 节 开 始 时 ， 我 们 曾 说 过 正 态 过 程 有 许多 良好 的 性 
质 。 下 面 的 定理 就 是 一 例 。 

定理 11.8。 设 4(Х.,:6Г0,со)р 是 正 态 过 程 。 

(1) Же W,=X,., 《a 是 一 个 正 数 ) ， 则 
ХИ. t€[0 оо)} 是 一 个 正 态 过 程 ， 

(2) Æ {X} 在 [a,b) 上 均 方 可 积 ， 则 

X dt 


ќа, b? 
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(3) # {X,} 可 导 ， 则 其 导 过 程 {X1,t ЕГ0,0)) 
та А НЕ ЖЕНІЛ, 

证 。 用 定理 11.2 和 定理 11.7 并 注意 随机 过 程 的 积分 与 导 
数 的 定义 立即 可 得 定理 11*8 。 

定理 11.9。 ik {X 16/0, оо)} 是 一 个 正 态 过 程 ， 
E(X,)=0, (: Г0,со)), K(s,1)=Cov(X,,X,), (5,416 
50,c0))。 则 对 任何 5,2,8 6 (0,0) Ñ: 


E(X;:)=K(t,1) (11°21) 
Var(X?)=2K’(i ,it) (11:22) 
Cov(X?,X})=2K?(s,t) (11°23) 
Е(Х,Х+,)=К(1, t+h) (11°24) 
Уаг(Х,.Х,+һ) 


-К(і, 1)K(t+h, t+-h)+K2:(t, t+h) (11525) 
Соу(Х.Хьзһ Х,Х,+һ) 
=K(s,t)K(s+h,t +h) 
+K(s,t+h)K(s+h,t) (11:26) 


Ж. (11°21), (11°24) 由 К(5.1) 的 定义 立即 可 得 。 
而 (11-22), (11°23), (11-25) Eó (11°26) 之 特例 ， 所 以 
为 证 定理 11.9， 只 须 证 明 (11-26) 。 为 此 ， 我 们 先 证 明 一 
个 有 关 正 态 随 机 变量 的 公式 ， 
Ж (X.,,X,,X,,X,) 是 一 个 四 维 正 态 随 机 变量 ， 且 
E(X,)=0, 1<]<4, 则 
E( X, X,X. X.) 
=k.X,X;)E(X,X,)+E(X,X.)E(X., X.) 
+E(X,X,)E(X, Xs.) (11°27) 
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事实 上 ， же Ф(21.1:,4:,4.) 为 (Х,,Х,,Хз,Ха) 
的 特征 函数 ， 则 


4 4 
ФС) ер -S Хуа (куа) 
окт (11-28) 
84 
Е x x x ==  — MT . ` 
( 1 2 3X4) arar or gr? (0000) (11 29) 


简 记 (11.28) EFA p, І- Уы E(X;X,) (1<) 


k=l 





Op _ _ = 、- 
arn, PHE. Е(Х,Х;,)1 





Op г. 
482%! Һа Га +L E(X,X,) 


+ L.,E(X,X,) + L:E(X:X;)] 

_— 7P  , 

gr r 0 0 PL bi L: L: L, — Li L E(X: X.) 
— Lı LsE(X,X,)— Lı L,E(X,; Xs) 
— L, LsE(X,X,)— L, LıE( X. X; ) 
~ Ls L E(X.: X,) 
+E(X,X,)E(X,X,) 
+Е(Х,Х;)Е(Х.Х,) 
ЖЕ(Х.Х.2Е(Х.Х;) (11-30) 

‚ОШ (11430) . (11529) Ж Ф(0,0,0,0) =1, Г;(0,0,0,0) 
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=0 即 得 (11:27) 。 
现在 我 们 用 (11-27) 来 证 明 (11-26) „ 事实 上 ， IH 
(11-27) 得 
(11-26) 23 -Е(Х.Х..ҺХ.Х.-.һ) 
- Е(Х.Х,кАХЕ(Х,Х, А) 


LIDERC KEX а аза) 


+Е(Х.Х, А 2Е(Х.-АХ,) 
=K(s,t)K(s+ h,t +h) 
+K(s,t+h)K(s +h,t) 


定理 证 毕 。 

在 这 节 开 始 我 们 提 到 过 许多 随机 过 程 可 以 用 正 态 过 程 来 
通 近 。 作 为 这 一 节 的 最 后 一 部 分 ， 我 们 简略 地 讨论 一 下 这 个 
问题 。 

定义 11*7， 设 对 每 个 固定 的 参量 上 上, {Xit €[0,c0)} 
是 一 个 随机 过 程 。 如 果 对 每 一 个 正 整 数 % ,及 ti 610,2), 
(ізісе,т), iovo XID) 34 k>a 时 是 渐 近 正 态 随 


机 变量 ， 即 是 0<E(|X1 Ko, В 


im [sow{; н) 


қта 


-өр|-45 5] шо(Х P , X )u,]| 


j=1 T=1 


=0 (对 一 切 u € (—so,cc) 1<j<n) (11+31) 





0-Е) 
~Var( Xt?) 


是 XLO 的 标准 化 FIP 的 期 望 为 0 方差 为 1 ) ， 
а Соу(ХФЮ,Х}) 
tr ) NaO Nar 
是 Xi 和 和 1 的 相关 系数 ， 则 称 {ХЕ РЄ ГО, оо) 35 
k>a 时 是 渐 近 正 态 过 程 。 
ЕШ. (1) (11-31) 的 概率 意义 是 : 当 k>a 时 ， 
(Үр, YED) 
的 特征 函数 渐 近 地 为 正 态 特征 函数 





(k) 
Y, 








e (X í”, X 


= [- +> унбер 9 ү Ju} 
(2) 此 定义 中 之 参量 上 可 以 是 m 维 欧 氏 空间 R= rh 任 
一 点 (m2>1) ，4 可 以 是 Rm 中 某 一 点 ， 也 可 能 是 无 穷 远 
点 。 
定理 11*10。 设 对 每 个 >0, 6220, {Xi t ЕГ0,со)) 
是 一 个 强度 为 4 的 泊 松 过 程 ，{E ,n= 二 1,2,…} 是 一 串 相互 
独立 的 具有 公共 分 布 的 随机 变量 ， 且 {6009р 与 {хор 


МНК 37, P(E =бу=Р(&® = a)=1, А 


rD 


Y= Š EP (GELO, со)) (11-32) 


n=l 


则 当 доо, 102-02 时 ，{ 了 人 ,2 ,1E[0，co)} 是 渐 近 维 
зи 〈 更 是 渐 近 正 态 过 程 ) , 更 精确 地 说 ，{74 ?5 ， 
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іЄ[0, со)} 满足 下 列 条 件 ， 

(1) Ys*, =0; 

(2) 对 每 个 +0, 4 ->oco，482 一 02 Bf, У O 
渐 近 地 服从 正 态 分 布 NC(0，0?t)， 亦 即 
lim [к (errin а | =0 (193%) 


Д->о 


4ӛ2-а2 


对 一 切 иЄ (— со, co) Шу: 

(3) ІҮ», геГ0, оо)) 具有 独立 增 量 ， 

(4) {Ү(^,2, t€[0, о)» 具有 平稳 增 量 。 

证 。 显 然 ， 对 每 个 固定 的 />0, 8;>0, (ҮС””, 
t€[0, о), 是 复合 泊 松 过 程 (参见 定义 3.4，》， 因 此 ， 
由 定理 3.4 得 知 本 定理 之 (1). 、(3) 、(4) 成 立 从 
而 为 证 本 定理 ， 只 须 证 明 (11.33) 成 立即 可 。 

Же Ypo 的 特征 函数 为 

Фазл, (0) =ECe Yi?) „є(—ое, со) 
Юе EO 的 特征 函数 为 
Palu) =E (ей)  шє(—оо, оо) 
则 由 定理 3.4 的 (3 ) 得 
Pisas alu) е0 60-0 (11°34) 


T РО =0) = РО = 5) =, BD: 
0=8(2102)= 2460) (11°35) 
8%=Е(ГЕ#1з)= —ф4(0) (11-36) 


ШМЕК (Таў1о:) 展开 (参看 文献 (2 〗 第 二 
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定理 5.3) 可 得 
M ()=1+01(0)u+91(0)>- +f НӨ 


1-1 ‚(бозосу g 
= 1 Lazu | ф% (s) 2} @$ 


= 9*4 





ЈА, 
4(%.(40-1) 
=- шч + > 5906224 (11-37) 


再 车 注意 特征 函数 的 下 D SHES FERIERE ER k 
h 绝对 和 矩 则 可 得 


(ае ео аа 


< зир Ipi” (s)]4t (Ге; (ш- s)? s= Das] 


ра 


LE (1E |+) 
— 83 123| _ 2 но! . | 
=ë меті і 3; (1138) 


# (11-34). (11°37) > (11-38) 可 得 


д |@:,x 8 (u)— e” 1140 | 一 0 
> 5: 
ЖЕР (11,33) 成 立 。 定 理 证 毕 。 
注意 : 由 4>, 102 =0° 是 常数 ， 所 以 必 有 50, 
定理 11:10 的 直观 意义 是 非常 明显 的 。 假定 一 个 质点 在 
前 线 上 作 随 机 徘徊 ， 设 在 LO, 2) 时 间 区 间 内 徘徊 的 次 数 是 
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Xto, Тї (X, 160, сор 构成 一 个 强度 为 1 的 泊 松 过 
程 。 再 设 每 徘徊 一 次 以 了 的 概率 向 左 移动 68， 以 十 的 概率 向 
右 移动 5 ， 即 是 若 令 EO 是 第 次 位 移 ( 带 方向 ) ， 则 
PCE әбу=Р(&#® =—8)=1, (n=1,2,…) 再 令 


хз 
үө У) EW ((Є[0, °°) 

则 ыы 是 [0, 1) 内 该 质点 的 总 位 移 。 所 谓 л 
оо, 5>0 的 直观 意义 是 什么 呢 ? 我 们 知道 4=E(X!2 ) 是 
单位 时 间 内 该 质点 的 平均 徘徊 次 数 ， 而 6 是 每 次 徘徊 的 距 
В. AIt, лоо, 00 (61-60%) 意味 着 单位 时 间 内 平均 
的 徘徊 次 数 无 限 增加 ， 而 每 次 徘徊 的 距离 却 无 限 变 小 ， 且 平 
均 徘徊 次 数 与 每 次 徘徊 距离 的 平方 的 乘积 保持 一 个 常量 c? 。 
在 这 样 的 条 件 下 {了 2, EL, co); 近似 于 维 纳 过 程 。 
而 4 无 限 增 大 ，6 无 限 变 小 ，26:=o* 保持 为 一 个 常量 0: 的 
随机 徘徊 ， 正 是 物理 中 的 布朗 运动 (Brownian Motion), 
因此 ， 维 纳 过 程 正 是 物理 中 的 布朗 运动 的 数学 模型 。 所 以 ， 
有 的 作者 就 把 维 纳 过 程 称 为 布朗 运动 。 


习 题 
11*1。 设 {W., 16Г0, о)р 是 一 个 维 纳 过 程 (参看 
定义 11。4) ° 再 令 
(а) Х,=(1—)У/_‹, 052:<1; 
(b) Хаже- //3, 01 «оо, 
(В 是 一 正 数 ) ， 
234。 





` Й 


, “ту 


(с) X,=Wi, 06% <оо, 
Аж: 

(1) m(t)=E(X,), 

(2) K(s,t1)= Cov(X;, Х,), 
并 判断 X) 是 否 为 正 态 过 程 。 

11:2. 试 造 一 例 ， 说 明 X, #l X, 分 别 为 一 维 正 态 随机 
变量 ， 而 (Х,, X) 不 是 二 维 正 态 随机 变量 ， 即 是 和 :服从 
ЖУЗ, (і-1,2), ІН (Х,,Х,) 的 联合 分 布 不 是 二 维 
正 态 分 布 。 

(提示 : 令 了 :和 了 :是 二 个 相互 独立 的 服从 标准 正 态 分 
布 的 随机 变量 。 定 义 

x= 当 Ү,20 =r, 
—1Y,] 4 Y,<0 
注意 
Р(Х.<х., Х.<х.) 
=P(Y,<x,, Y,20, |Ү,|<ух,) 
+Р(Ү.<х:, Y: <0, -|У:1<х,) 
= l 10244 шуй, 
2x 


0<4<Х, 4 
lt2|<x2 


+ LAD шуй, 
27 


й. <тип(0, х1) 
{| >- x: 


特别 地 当 xi<0, x,>0 RJ, 再 算 
Р(Х.<х., Х„<ух,) 
最 后 证 明和 :服从 正 态 分 布 。) 
113, Ж «У., 1610, со)} 是 一 个 维 纳 过 程 ， 试 证 . 
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对 任意 大 的 正 数 K， 有 
Р 17:1<к)=0 
НИЙ, RAENT, ЖОЛ КАДА 
BARZH O00 
11.4。 令 (Xn Ya) 的 特征 函数 


palu, v)=E (0+9) 


= {4192 piet" рае? рарае +” yn | 
(п-1,2,5"» - оо<ш,у<<о) ° 其 中 0<},<1, 0< Рз 
< ф=1- pi; Фа-1-), #6 
ү+Х»—Е(Х„) уз Үһ-Е(Ұ)) 








" MVar(Xn) ° A Var(Y,) 








нж 


ñm 0%(и,9) 


其 中 өза, р) 是 (Xt, ҮЗ) МЕН, MÆ 


А ж аж 
р*(и,›)= E(¿ Хз +) ) 


ЕХ) |р) | 


ои (us t) = (Ds 0) 


ж(Ү„у=1-|[2ш»(и, | 


(usr) m (09 0) 
Var(X,)=E(X:)—E(X,)2 
一 一 [2° жаба, »)] —Е(Х„)* 


ди? itv) = (09 0) 





Үат(Ү„)=Е(У ;—Е‹(Г„)? 
- -E(Y,)? 


| (te t) = (050) 
然后 计算 Ф%Си,у), 再 对 r> 求 极 跟 


lim In pi(u,v) 


n— x 


115. % {ХФ ©, (C [0, оо)} 是 一 个 强度 为 4 ПЧК 
过 程 ， 试 证 它 是 渐 近 正 态 过 程 Оң 4>% у, RG 





则 有 
Ao ou 
lim| в(едгу usY '}) 
-e-i У Su (X; хө )ur}|=0 
ізі тзі 
其 中 








X”, x)= Соу(Х{2›, ха, | 
4 r м Var(X) Var(X 1?) 
是 X! хі 的 相关 系数 。 
(提示 ， 由 于 ХОР 具有 独立 平稳 增 量 ， 故 sct 
时 有 
Р(Х! =j, XH =k) 
=P(Xi2) =], XP =X -р-)) 
=P(Xt =j) P(X? -KH =k— j) 
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0 当 |>Е 

емде, а-о AUTON w үс, 
因此 

ECX'* X) 


= Le- Эх [AG — ss) 
= jke-* -2 0-59) 
„22. бр ~ (k-i) 


=} etc а-ә — 


1-9 5-9 


=) Ода) 
1-0 


=Е([Х‹*› ]2)+А(1—;)Е(Х‹”) 
=Às+(Às):-+(t— 5)45 
= Às+ 42651 
АРТАР) А 
ох», хұзу- í ite 
;, Ж) МА 








=. (Á O< <t.) 





Е (еңг> шү,» )) 


取 对 数 以 后 再 按 索 勒 公式 展开 ， 再 对 4—>co 取 极 限 。) 
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11:6. % (W, ELO, ee); 是 一 个 维 纳 过 程 ， 其 当 
也 的 参数 o =l, 令 
Xa= (У в Ив) n=1,2,." 
k=1 2" 2° 
试 证 
lm Е(|Х,-Ц2)-0 


《提示 ， 若 了 服从 标准 正 态 分 布 ， 则 EC 9-3.) 
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在 本 书 的 前 十 节 中 ， 我 人 所 研究 的 随机 过 程 ， 多 半 与 马 
尔 可 夫 过 程 有 某 种 联系 ， 甚 至 可 以 说 多 半 是 一 些 特 殊 的 马尔 
可 夫 过 程 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 研究 另 一 种 模式 的 随机 过 
程 ， 这 种 随机 过 程 的 概率 规律 ， 不 随时 间 之 推移 而 变化 ， 即 
所 谓 平稳 过 程 。 

定义 12.1. W TEC, cc), {Х,,+ЄТ}Ж# —Ё 
随机 变量 (与 以 前 一 样 ， 多 数 情 况 下 ，T=( 一 006，00) 或 
[0, оо), IÈ 10,1,2,--Һ 或 10, 土 1, 土 2,…}) , WEH 
ЖИЕ т, 任何 {tiss tn}CT, 45544,-5,5--4.) 
CT, 任何 {x1 Xn} ECan), RE 

P(KX:<x,, ++, Xuxa) 
= Р(Х s, LXi, ++, Хзм<Слх») (12:10 

К {Xi ET} 是 一 个 平稳 过 程 。 

(12-1) 正 是 说 明 ，4 维 随机 变量 (Xi，…，Xi) 与 
把 它 平移 s 以 后 所 得 的 x РІЛ ТЕ (Ха), Хә) 的 
联合 分 布 函 数 是 一 样 的 。 

例 12-1. B {Xs，x=0，1，2，…} 是 一 串 相互 独立 
具有 公共 分 布 的 随机 变量 ， 则 它 是 一 个 平稳 过 程 。 

例 12-2. В {Xas n=0, 1, 2, ++} 是 一 个 时 齐 揭 以 
Е={0, 1, 2, ++} 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 链 ， 且 满 尽 
Р(Х„=К)у=Р(Х,=к) (ЕСЕ, n=0, 1, 2,--) (12.2) 
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T {Xas n=0, 1, 2, =) 是 一 个 平稳 过 程 。 
Ж, ОРФ” (р, і, СЕ) 是 此 马尔 可 夫 链 的 v 步 


转移 窍 了 泗 ， 由 马尔 可 夫 性 及 (12.2) 得 知 : 对 任何 正 整 数 
п, ЖИНАҒАН 11.59, 15-55, IE {iiss іа) СЕ, 
均 有 
Р(Хзнү==11,› °... Хан, = in) 
=P(X= =i: ) bi ә тн г) 


раа 
=Р(Ха,=1,, “е, Х,зі,) 
IEE (Ха, n=0, 1, 2, =} 是 一 个 平稳 过 程 。 

.我们 知道 ， 随 机 变量 的 矩 〈 倒 如 期 望 、 方 差 … 等 等 ) B 
不 能 完全 决定 随机 变量 的 概率 规律 《分布 函数 ) ， 但 却 对 该 
随机 变量 的 某 些 概率 特性 提供 了 重要 信息 。 而 且 对 某 些 重要 
的 随机 变量 而 言 ， 只 要 它 的 某 些 矩 知道 了 ， 那 么 该 随机 变量 
的 分 布 函数 也 就 随 之 知道 了 。 例 如 正 态 随机 变量 的 分 布 函数 
遇 其 期 望 与 方差 决定 ， 泊 松 随机 变量 的 分 布 函 数 由 其 期 望 所 
决定 。 基 于 此 ， 对 平稳 过 程 ， 我 们 也 不 一 定 研究 满足 (12*1) 
的 平稳 过 程 ， 转 而 研究 一 类 “其 某 些 矩 不 随时 间 推移 而 变 
化 ”的 随机 过 程 。 这 一 类 随机 过 程 就 是 下 面 定 义 的 所 谓 “ 宽 
FRUA” o 

定义 12-2. R {Xi (CT) 是 一 族 随机 变量 ， 
E(|X:]2)<co, GET). % 

m(t)=E(X,), GET) 
是 其 期 望 函数 (因为 一 般 而 言 ，m(t) 随 1 的 变化 而 变 
化 )， 
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K(s,t)= Сбоу(Х,,Х.), (s,t € T) 


其 协 方差 函数 。 如 果 

К(ғ,1) =К(и+ѕ,0+1), (stss+u t+u ET) (12:35 
МЖ {Х., +єТ} 是 一 个 宽 平 稳 过 程 。 对 宽 平 稳 过 程 而 
言 ， 由 于 其 协 方差 函数 K(s,t) 满足 上 述 条 件 ， 所 以 总 有 
лж R(x)， 使 

R(u)=K(s,s+u)=Cov(Xs,Xs+u), (s,u,s+u €T) 
我 们 称 RGu) 为 宽 平 稳 过 程 的 相关 函数 。 

显然 ， 若 (X, єт} 是 平稳 过 程 ， 而 且 ЕСХ,|7) 
<co，(E7T)， 则 (X, ET} D 为 宽 平 稳 过 程 。 

注意 ; 平稳 过 程 的 条 件 (121) 和 宽 平稳 过 程 的 条 件 
《12.3) 并 不 是 对 一 切 ( 或 者 大 多 数 ) 随机 过 程 都 满足 的 ， 
就 以 我 们 最 熟悉 的 泊 松 过 程 和 维 纳 过 程 ，〈(12.3) 也 未 必 成 
x 《更 不 用 说 (12.1) Т) 

例 12,3. Ж {X t€[0,co)) 是 以 4 为 强度 的 泊 松 过 
程 。 则 

m(1)=E(X ,)= hi 
K(s,t)=Cov(X, X.,)= min(s,t) 

(此 计算 请 参看 习题 11.5。) 

例 124, W {Xn 1<(0,о)р 是 以 0? 为 参数 的 维 统 
过 程 。 则 

m(1)=E(X,)=0 
Var(X1)=0’t 
而 当 s<: FFE, H (XJ 具有 独立 增 量 得 
Соу(Х., Х‚)= Соу(Х., Х,-Х.--Х,) 
-Соу(Х., Х,--Х.)--Соу(Х., Х,) 
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=Cov(Xs, X,) 
= Var(Xs,)= so2 
所 以 
K(s,i1)=0: min(s,i) 


8] 12-5. j (X, 1С10,2)} А УЖЕ, Н 
Е(1Х,12) ос, MW 
К(5,1) = Соу(Х.,Х,)-Уат(Хьл4) 
其 中 sAt=min(s,1) 
此 结论 在 例 12:4 中 已 证 。 因 为 这 并 不 要 求 Хх, 
+С10,2)} 是 维 纳 过 程 ， 只 要 求 它 具 有 独立 增 量 。 
Ж 12.6. 泊 松 过 程 的 增 量 过 程 。 设 IX, 1610,с0)) 
是 一 个 强度 为 4 的 泊 松 过 程 ，a 是 一 个 正 的 常数 。 令 
Ү,-Хана-Х, t€ [0,2o) (12.4) 
9) 
т()у=Е(Ү,)=Е(Х„.,)—Е(Х,у=а5 (12*5) 
K(s,t)=Cov(Y,, Ү,) 
{Месе 当 |[т—5|]<а 
0 当 |#—s|>a 
证 。 (12:5) DEER. FEER (42.6) 。 
先 设 <t 分 两 种 情况 
(4) ї<з+а 
K(s,t)}=Cov(Xa+s—Xs, Ха+ Хе) 
--Соу(Хаз-Х.-Ғ-Х,-Х., Ха+: –Х,) 
--Соу(Ха,з-Х), Ха+,—Х;) (12.7) 
ЕЖ Х.н. Ха (Хан Ха) – (Ха. -Х.), ЖШ 
Ж (Xarı Ха) 与 (Хан. Хе.) 独立 ， 则 由 (1227) 得 
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K(s,t)=Var(Kats— Ri)=Var(Xsrs-e) 
=4(la+s—t) (12.8) 
(В) >з+а н 1Х‹} 具有 独立 增 量 得 
K(s,t)=Cov(Xars— Xss Kari—Xi)=0 (12°9) 
Ел s<t 时 有 
Ala+s—t) 4 ї<з+а 
KG,1)= { 34 t>sta 
若 注 意 Ke, t= K(t,s), MERE s 与 1 的 大 小 次 序 如 何 ， 
总 有 
АМ(а—|—5|) 当 |Ф—$[<а 
ко, {0 当 lt~s|>a 
(12.5) 、(12.6) 说 明 : 泊 松 过 程 的 增 量 过 程 是 宽 平 
筝 过程， 尽管 泊 松 过 程 未 必 是 宽 平稳 过 程 。 
定理 121. B {Xo ЄТ} 是 一 个 宽 平 稳 过 PE, 
К(и) 是 其 相关 函数 ， 令 E(X,)=m(t), ЇЇ 
(1) Р(0)2>0; 
(2) %(0)-дөР(Ха-тід-1і, (ХИТ); 
(3) IRG)|<R(0), (“СТ); 
(4) R(u) Ет, MEERES n, IE 
意 实 数 а, …， ans 任意 {tis еә, рат, WA 


> 人 ,RCH 一 tp)0y аһ>0 
ізі k=: 


证 (1) 一 (3) ЕЖП. КІНШЕН (4) 


> S RGO; taa: Zk ` 
k=1 





n n 


=>) D EX: -E (X1) [Xi , E(X., ) asar 


j=1 кеі 


=E (ағ, -E(X, 1} )>0 


ЖЕ $ 11 的 定义 11"5 和 定义 11"6 中 ， 我 们 曾经 定义 过 随 
机 过 程 的 均 方 收敛 及 均 方 收敛 意义 下 的 连续 性 ， 可 微 性 及 积 
分 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 将 进一步 用 到 这 些 概念 。 

定理 12.2。 %1Х., 16 (—co,col EEEX.) =m 
的 宽 平 稳 过 程 ， 则 下 列 陈 述 等 价 

(1) Е(и) 在 0 连续 ; 

(2) {Х‹} 在 0 均 方 连续 ， 

(3) {Xs} 均 方 连续 ; 

(4) ЕШ) Ж (—оо,со) 上 连续 。 


证 。 因 为 
Е(|Хі-Х. |2)=E(][X,,. E(X iru) —[X: 
—Е(Х;)11°) 
=2R(0)— R(u)— R( —u) 
=2|R(0)— RG.) | 


ЖА (1) = (2) # (3) 
(3) = (4). METZ (Schwarz) 不 等 式 有 
|Ё(ї+и)—Ё(ї)| = |E([X,,. Х.Х т.) 
<W E(|X, Х| P) Е(0  t€(—cə,co) 
ЖА (3) = (40, 
(2) > (1) a Æ (3) = (4) 的 证 明 中 取 1=0 
18 (2) = (1). 
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“ (4) => (1) ”显然 成 立 。 定 理 证 毕 。 

在 实际 问题 往往 需要 根据 随机 过 程 {Х„,п=0,1,2,°} 
的 一 次 有 限 的 观察 纪录 {Xo Xie Хт}, Kitr {Xans 
?一 0，1，2,…} HAPHE, Pina а AEX) =Ma, 
协 方差 丽 数 KO, К)==Е(Х,—т))(Хк—т)) 这 类 问题 
即 是 概率 论 中 的 饥 历 性 理论 。 我 们 先 从 宽 平 稳 过 程 的 遍历 性 
理论 开始 。 

定理 123. 设 {Х„, n=0, 1, 2, =} 是 一 串 随 机 变 
量 ， 其 协 方差 函数 

К(1,)--Соу(Х;, X.) (j, Е-0, 1, 2, +) 
有 界 ， 即 是 存在 一 个 正 数 Ko $E 

Уат(Х„)=К(п,п)<К« (п=0,1,2,+.) (12-10) 


M => + x, (12-11) 
是 1 阶 样本 均值 ( 即 样本 大 小 为 t 的 样本 均值 ) ， 再 令 
С.-Соу(Х,, M)=+2KG,D (12-12) 


是 阶 样本 均值 与 第 t CORE BS Or 28. 则 下 列 陈述 等 价 


(1) limVar(M:)=0; (12:13) 
(2) limC,=0 | (12-14) 


to 


特别 地 ， 若 {Xs，7 二 0，1，2，…} 是 宽 平稳 过 程 ，R(n》 
是 其 相关 函数 (2 一 0，1，2，…) ， 则 
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Са), Ва) 


=+ 5R) (12.15) 
从 而 定理 的 结论 变 为 


4-1 
“lim Var(M ,)=0@limÍ1 У) Р(п)=0” 
to 1-91 273 


Varun =e(| > [Xa -E(X,)1[°) 
ЖШ, Ж Е(Х.У-ть, (п-0, 6 2 =), MI 
Varmo |У?) 
从 而 定理 12,3 变 为 | 
іші Dx =т» [їз] 
的 充 要 条 件 为 | 
іші SRG) =0 


亦 即 我 们 得 到 下 面 的 
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Ж 1. Ж {Xr п=0, 1, 2, +=) 为 宽 平 稳 过 程 ， 
Уаї(Х„)<К„, E(Xn)=mo, (п=0, 1, 2, +), Ф 
R(n)= Cov(Xn, Xm+n ), 则 


і 
Ша DX mos [12] (12:16) 
的 充 要 条 件 为 
imt У) (а) =0 (12-17) 
СЕТ! 


(260) 的 直观 意义 正 是 : 过 程 的 期 望 (均值 ) 用 样本 的 

均值 来 通 近 。 而 系 1 说 明 ， 这 种 还 近 成 立 的 充 要 条 件 是 
(12217), WI (1217) 的 意义 是 相关 函数 R (n) 平均 地 趋 
于 0 (24 n>co 时 。) 。 显 然 


lm R(1)=0 
蕴含 了 (12.17) 成 立 。 


现在 我 们 来 证 明定 理 12。3 
(1) 过 (2) 设 (12-13) 成 立 。 由 西 瓦 效 不 等 式 有 


|C ?Var(X)Var(M )<KoVar(M,) 
故 由 〈12.13) 立即 可 得 (12-14) 


(2)= (1) Æ (12:14) 成 立 。 
因为 


ї*Уат(М,у= у> Var(X) 


kual 
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і k-i 
+25, X Cov(X;, Xe) 


Езі ізі 


t k 


一 2 之 ) > Cov(X;, Хь)— > Var(Xx) 


Ееі 3-1 


t 


=2>; kea J Vaa) 


k=1 

BES 
2җ 1< 

O<Var(M,)=£&2; ЕС — Vara) (12.18) 
Еті k=l 

若 能 证 
imi SC, =0 (12.19) 

k= 1 


则 由 (12:18). (12319) 立 得 (12-13) FER RJ ЖЗЕНІ 
(12:19) 事实 上 ， 对 任何 (> T>0, 


15 kexi Sl ЁС] + вир! 
在 上 式 中 先 令 гооо, Тосо (12514) Жу, E 
Ж (12-19) 成 立 。 定 理 证 毕 。 | 
下 面 我 们 研究 时 间 参 数 集合 非 离散 的 随机 过 程 的 遍历 性 
理论 。 这 需要 关于 随和 过 程 的 积分 的 概念 。 (其 定义 可 参看 
定义 11.6) 。 
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定理 12.4。 设 {X 1Є(а, @)} 是 一 个 随机 过 程 ， 
Е(1Х.12)<оо, (1660, 6), ат ЖЖНШЖ-со, B 
可 为 实数 亦 可 为 二 ce。 令 
B(s,1)=E(XsX,) s,t€(e,B) 
任 取 a <a<b<8, WJ {X 在 lab) 上 均 方 可 积 的 充 要 
RIFE: BCs, t) EH s 和 + 的 二 元 实 变 实 值 函数 在 矩形 
fa,b)X[a,b) ЕЖ (Riemann) 可 积 。 这 时 还 有 


(1) z(| p. dt) ГЕН (12-20) 
(2) Е( 1. уха “| 
= (| Ке X; dsdi) 
= |. ры, p ECX X )dsat (12:21) 
(3 ) уа (|. е а) 


=f a В ы Соу(Х.,Х.745% (12.22) 
注意 ， 由 (12:20) < (12.21) 立即 可 得 (12.22) 


var(| ,Xudt ) 
cs) [el 


=| |... EZ Xa 





-| ЕН E(X,)E(X )dsdt 


=)... |ы Соу(Х.,Х,74541 
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со 


пу- 4% 


EN b <t zr 


э 外 ， 由 于 Соу(Х,,Х,)=Соу(Х‹,Х,) Es 和 上 + 的 
对 称 函 数 ， 所 以 (12。22) 还 可 写 为 


Var (|... Xudt ) 


=2| a| ds[Cov(XK,,X,)) (12-22) 
[a sb) tast?) 


定理 12*4 的 证 明 已 超出 本 书 的 要 求 ， 有 进一步 研究 兴趣 
的 读者 ， 请 参看 文献 [4] 定理 20-1, 

定理 1225. Ü (X, 16(-со,со)р 是 一 个 均 方 连续 
КР ДЕЛІ, E(X,)=m =m, (1Є[0,оо)), 

R(u)= Соу(Х,, X,+u), J 


. 1 
ті | „Хто, [1°] (12-23) 
的 充 要 条 件 是 
. 1 _ . 
mtf n RGOdu=0 (12,240 


此 定理 系 定理 12.3 在 连续 时 间 参 数 场合 下 的 类 似 定理 。 

由 于 假定 了 {X 均 方 连续 ， 故 由 定理 12.2 得 知 R(O) 
是 连续 函数 ， 再 用 定理 12.4，{X,} 在 任何 有 界 区 间 [a ,b) 
上 均 方 可 积 ， 即 是 


1 ' 
al Газ 6) Х,а: 


是 一 个 确定 的 二 阶 矩 有 穷 的 随机 变量 。 

定理 12,5 的 证 明 请 参看 文献 [4] 定理 20.2, 

B] 12,7. 维 纳 过 程 的 积分 过 程 . 设 (W, 1 Г0,)) 
是 一 个 参数 为 0 的 维 纳 过 程 ， 令 


X= |, Weds (46Г0,оо)) (12-25) 
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(由 定理 12-4. {Ў,} 在 任意 有 界 区 间 [a,6) 上 都 是 均 方 
可 积 的 ， 所 以 (12:25) 有 定义 。) WER {Х,, 1 <Г0,со)) 
是 维 纳 过 程 的 积分 过 程 。 

下 面 我 们 来 计算 Хр 的 期 望 函数 和 协 方 差 函 数 。 令 
mw(t)=E(W,) тх(т)=Е(Х,) 
Kyw(s,t)=Cov(W,,W ,) 
Kx(s,t)=Cov(X,,X,) 

由 定理 12.4 即 得 
mx(t)=mw(t)=0 (12.26) 


E(X2)= Var(X,)= | a| Кб) 


[09t) 


-中 | du Kw(u,v) 
(0924) [O y*) 
-| a| du(2o2 u) 

[0 st) [ü sn) 


=ef 0102123 (12-27) 
Ңоісөс0 时 ， 有 有 
хак {Wo Ws}dv t+(t—s) We (12-28) 


而 АУ,Р 具有 独立 增 量 ， 所 以 定义 11:6 有 
Кх(з,ї)=Е(Х,Х,) 
=E(X:)+(t—s)E(X,W ,) 
+ z(| D (X,W,—X,W.,)dr) 
=E(X:)+(t—s)E(X,W ,) (12.29) 
但 是 ， 
Е(Х,И/,„) 
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-Е (w.| ыт Wudu) 





=| E(WeWu)du 
[O yë) 
-| Кз) | о?ийи 
09 3) [O + 9) 
2.0252 . 
==; (12°30) 
以 (12°27) 和 (12:30) 代入 (12.29) 得 í 
Ns 
Kx(s, t)= 3 (ї—) з 
= (t= s) (2222220) (12-31) 


定理 12.6。 设 随机 过 程 {Ke аір ЖӘЙ), {Х‹, 
t Ela, bl} 是 其 导 过 程 。 令 


о(ї)={Е(|Х,|°)}# 


о1()={Е(|Х, 2) (12-32) 
则 
Е( вир х) 


<Ha) ，a(DorCDL (12-33) 
因此 ， 由 切 比 雪夫 (чебышев) 不 等 式 有 
Р( вав >) mx) 


1 


2e? 





OEO OO 


(12.34) 
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或 者 
Р( inf |X,-—m(t)| <e) 





>i- [fr Var (Ka) + Var(X) 





+ 二 | ao VEENVA а: | (12.35) 


є? 


GEP е>0, т(0) =Е0Х,)) 。 

附注 ， 可 以 证 明 。 若 (X, r€ T) 的 二 阶 矩 有 限 且 清 
Жа m(1) 可 导 ， 2 КО, t) # ñ B Ж, (m(t) = 
E(X,), K(s, t) =Cov(Xs, ХО ) 则 {Xs} W S. Ж 
{Х LET) 是 宽 平稳 过 程 ，m(1) 三 m。， 则 它 可 导 的 充分 
必要 条 件 是 其 相关 函数 ка) 二 阶 可 导 ， 而 且 可 导 的 宽 平 稳 
过 程 的 导 过 程 也 是 宽 平 稳 过 程 ， 其 相关 函数 为 Rr (и)= 
=R” (u), (ва) 是 原 过 程 的 相关 函数 ) 。 

现在 我 们 来 证 明定 理 12.6. 因为 

X1=X1+2| Х.Х 


=xi-2| „Х.Х. (ақа) (12:36) 
所 以 

2Хї=Хї+Хї+2| ХХ. 

-2f ds 

AH 和 „ХХ, Сав) (1237) 


{а 
因此 
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EC sup XD SHEI) ФЕС) 


+Í... ECIX Xs | )du 
<1ҢЕ(Х+ЕСХ} 


+] „,„ {ECX EX dy (12°38) 
定理 证 毕 。 
例 12.8。( 续 例 12-6) o BÈ (Yi, 1Є[0,се)} 是 如 
(12-4) 所 定义 的 强度 为 А 的 泊 松 过 程 TX,，tE [0,eo)} 
的 增 量 过 程 ， 如 例 12,6 记 证 ，{7,} 是 一 个 宽 平 稳 过 程 ， 其 


期 望 函数 与 相关 函数 分 别 为 
m(t)= да 

0 и >а 

R(u)= 人 иа 


其 中 4a 是 国定 的 正 数 。 

显然 m(t), R(u) 都 是 在 [0，a) Ж (2, оо) 上 任意 
Ир, БТ (Y r 在 [0, а) ЖІ (а, о) 上 可 导 。 因 此 
出 定理 12.6 得 ( 取 0<b<a) 


ЕС сар Yi) «ӨНЕР +Е(Үр)) 
+Í ЕСІР, EC Yal? )} du (12-39) 
999 М ш 
Ш Е(Ү,)= БЕ (У„)=0 


Е(Ү ж=Ё(0)-_(3а)?=1а+(3а)'* (uC[0,a]) 
(12:40) 
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E(|Y,]:)=-—R*(0)+E(Y,):=0 (12:41) 
以 (12.40), (1241) ЖА (12:39) 得 
Е( sup У?)<С3а+(3а)? (1242) 


作为 本 节 的 最 后 一 部 份 ， 简 单 介 绍 一 下 平稳 过 程 的 一 个 
不 等 式 及 大 数 定律 。 

定理 12,7. 设 1Х., n=0, 1, 2, е") 是 一 个 平稳 过 
E, + 


k-1 k 
М „= max >x, Na = тах >;x, 
ї<к<» 27 < F< 


Zn=max{M,, 0} Y»=max{Nn, 0} 


"1 1 `4 2,20 
М ~ Х а= 
р>, = Ú 当 2,50 


IL í: 当 M.>0 р 当 M>0 


0 № M,.<0 0 当 M<0 

W . 
(1) E(L,X,)2>20, (n>1), (12:43) 
(2) E(IX,)>0, (12°44) 


证 由 于 {Xa л==0, 1, 2, +) 是 平稳 过 程 ， 所 以 
М, 与 Nu。 的 分 布 通 数 相同 ， 即 


Р(М„<Ау=Р(М„<5)у (12°45) 
又 因为 

12а>0)-4М,2>0) (12:46) 

{Ms>0} 1Z,= М.) (12:47) 

(Ма<0)с-42,--0) (12-48) 
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所 以 由 (12.45) — (12-48) 得 
当 4>0 Б: 
Р(2,<2)-Р(2,2>0, 2,<2)%Р(2,<0,2.<4) 
=P(M,>0, 2„<4)+Р(М„<0, Z <i) 
= P(M,>0, М,<А)-Р(М,5<20) 
= Р(М,<4)= P(N,<1) 


--Р(У,<) (12:49) 

当 4<0 时 ; 

Р(2„<Ау=0=Р(У„<) (12.50) 
总 之 恒 有 

Р(Ү„<А)у=Р(7„<Л) 5Є(—осо,со) (1251) 


又 因为 
Xo 十 了 一 max{Xo，Xo 二 No 
=maxíX s, Ма+\} 


=Ma: >Mn (12.52) 
РА 

Ха>М.-Ү,-24-Ү, (JL =1BF, 82,2208) 
(12°53) 

H (12:53) Ж (12.46) 一 (12:48) 得 
Е(1„Х)=Е(О»„Хь)>Е(1„[2„—Ү»]) (12.54) 

而 由 了 ; 非 负 得 知 Ja=0 (E Z,<0) 时 有 
Zn—Yn<0 (12:55) 


ІҢ (12:54) . (1255) Æ (12-51) 得 
Е(І,Х.)>Е0һ12.-У.1)ЖЕ(І1-7Һ212.-УҺ1) 
=E(Z,—Y,)= 0 
ЖШ (1) 得 证 。 在 (1 ) 中 对 nco 取 极限 即 得 (2) 。 
定理 得 证 。 
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定理 12.8。 在 定理 12-7 的 符号 及 条 件 下 ， 再 令 1 为 任 
一 实数 ， 


k=1 


Mi= даа 
т=н 
1 当 МЕБ>4 
дї@ў={М >з}, a= Í 
0 当 Мї<) 
іт „луш [1 М5>4 
А) (меа 0) {0 ыс, 
则 
(1) ЕТОУХЫ)>аР(АТа)) (12-56) 
(2) E(I*(A)XI)24P(A*(2)) (1257) 
证 。 令 


X =Xa— À (n>0) 
HJ {了 XS? п-0, 1, 2, =} 亦 为 一 个 平稳 过 程 。 因此， 
把 (12+43),(12+44) PRIX RRX 后 ， 仍 有 “(12*43)、 
(12:44) 。 而 此 时 的 〈12.43) 、(12.44) 就 是 (12-56). 
(12:57). ` О, | 
定理 12.9。 B {Х„, п-0, 1, 2, =} 是 一 个 平 稳 过 
Ж, Е(|Х.1)<ф, NF EMNE EY, Е(ІУ|)<оф, 使 
得 : 


lim 二 xi (概率 为 1 地 )。 (12-58) 


поо П < 
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4-1 
imt X =Y [L+] (12:59) 


ne шй 


《所谓 随机 变量 序列 (Ұн, n=0, 1, 2, J 当 ">co 时 概 
率 为 1 地 收敛 到 了 ， 意 即 


А TT A 1 
P(N U {r-ri <= 
而 所 谓 随 机 变量 序列 {Үхзл, п== 0, 1, 2, Ө} Щщ n—> co 时 
[L IKRA, ЖИІ 
lHmE([Y,—Y|)=0) 


而 当 什么 条 件 下 ， 进 一 步 有 


lim УуХ‹=Е(Х,) (概率 为 1 地 ) (12-60) 
йт ЖЖЖ {Xn n=0, 1, 2,-) 满足 “遍历 性 ”条 件 ， 
而 遍历 性 条 件 的 合 义 是 什么 ? 这 已 超出 本 书 的 范围 ， 放 在 此 
不 再 深 论 了 。 

即使 是 定理 12-9 的 证 明 ， 也 须要 用 到 较 多 的 数学 芽 
具 ， 在 此 不 便 证 明 。 


习 题 


1221. Ж. X,=Ë+m, G CCO, cs))， 其 中 上 "ЕЖ 
互 独 立 县 均 服 从 (0,11 区 间 上 的 均 名 分布， 试 求 mMa)= 
ЕХ) 及 K(s,i)=Cov(Xs, Х‹)» 

12,2, W X,=Ë cosot+ n пог, (26Г0, со), 其 
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中 专 与 9 是 不 相关 的 随机 恋 Е, Е(2) =Е(7) = 0, Уаг(5) 
= Var(n)=o2, о 是 一 个 正 数 ， 试 求 тб) =Е(Х,) K 
K(s,t)= Cov(X;, Х,)6 

12.3。 设 (W,, t€[0, co) — РИ o2 为 参数 的 维 
纳 过 程 ， 令 a 为 一 固定 的 正 数 ， 

X=Woatri—W,: ЇЄ[0, со) 

RI (X,, 1610, о), 是 维 纳 过 程 的 增 量 过 程 。 试 求 m(1) 
=Е(Х,) 及 K(s,t)=Cov(X,,X,)o 

1244. Ü 4Х., 16Г0, со)} 是 强度 为 4 的 泊 松 过 
程 ， 令 
ЕДІ 
试 求 Е(Мт) ЖІ Var( М»), 

12.5， Ж.1Х., ELO, eo))jE (12:25) 中 所 定义 的 
维 纳 过 程 的 积分 过 程 ， 试 求 习 题 12.4 中 的 类 似 的 两 个 量 。 

12-6. 试 证 维 纳 过 程 是 不 可 导 的 。 | 

12,7. Ж {Xs, п=0,1,2,+°}, {Ym т=0,1,2,+°} 
EWROPEA REENER, H 

lm X,=X, |1,21 


no 


Mr= 


limYn=Y, [L?] 


证 明 
limE(YnX,)=E(YX) 


12.8, % {Х,, 46/0, ©) а E, R) 是 
HIRA 数 ，m(1) 三 E(X,) 三 mo。 Ж.Х.) 可 导 ， 试 证 : 
Р(и) 二 阶 可 导 ， 且 {Xt} 的 导 过程 {X1} 的 期 望 函数 恒 
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为 0，{X:} 的 相关 函数 为 一 R*(z)。 
(яла 用 习题 12:7. 有 
Е( —А)—КЁ( )_ (Хаз- Arnars ) 
u Я и =Е( т ) 





А-0 
——›Е((Х»+„— т.)Х,) 


亦 即 
—R'(u)=E((X,+  —mo)X;,) (12°61) 
再 一 次 应 用 习题 12.7 及 (12:61) RE 
— R'(u+ h*)+ R’ (и) 
h* 





= p (Eeer me) Kete— ть)1Х) 


ж 
А 一 0 
——>Е(Х,,,Х,)„ ) 
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定义 13.1。 称 随机 过 程 {Xas n=0, 1,2,…} 是 一 个 
„Ей, ИЖИ ЕС[Х.1)< оо, (п>0), Ж 
Е(Хь+‹|Х, Ха-а, s Хы)<Ха (и2>0) 
(13.1) 
(Ж, Чү А Ха» 二 0,1,2,…} 满足 
Е(Х,+.|Х,, X,- i, X )2ZX, (0220) (13,2) 
WER Ха, п-0,1,2,-Р Т 
如 果 {Х„, п-0,1,,е-Һ BE ЕВ, XET, HJ 
Е(Х»+‹|Х», Ха-а, ›Хә)=Х„ (n>0) (13.3) 
则 称 {Xans п-0,1,20- ER., 
| 13-1. 设 4Х,, п-0,1,2, ҺЕ 是 整数 格子 点 上 的 
ЛЯ ДИН, В АДЕ = (0, 1,62, AREE 
间 的 时 齐 的 马尔 可 夫 链 , 它 的 转移 矩阵 Ре (ре, з, 1,1СЕ) 
满足 
(b: 34 j=i+1 
bij= 4 46 3 J=i—1 
0 ш11-4|>1 
фаза)» 41:54» 0<р<1, р+а=1% 
Mi 
4312. 
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(1) {Xn n=0, 1, 2,+-} EF B HRE ЖЕ 
24; . 
(2) {Xas n=0, 1, 2, +} ЖЕЙК RE RFE 
DSa 

(3) (Ха» n=0, 1, 2, Ө} EB р Ж Ж 3 PF Ж 
b= qo 
证 由 贝 努 利 随 机 徘徊 的 定义 可 知 
Хь„=Х,+&1++-+®„ (т>1) 
(Ë, п=1, 2, +} 相互 独立 ， 具 有 公共 分 布 
Р(2,=1) =, P(En= —1)=0, (п2>1), 
{Ea} 与 Xo 独立 。 
МЫҢ ХАҚ МУ, , ЖЕТЕ {Х,, Xis °... Ха) 独立 可 得 
Е(Х,..| Ха, Ха-і, +, Xo) 
-Е(Е,-1 | Ха» Ха-а, “е, Ха) 
+Е(Х„|Х»„, Ха-і, ++, Xo) 
--Е(Е,-1 Ха» Ха-і, с", Xo) 
+ X, 
=Е(#„+,)+Х„ 
=p—q+ Xn 
由 上 式 立 即 可 得 
“BE(CXari Xn, Xn-1s с”, X) >X pg 
H FE. ERIRE 18: 
(1) Xa) 是 下 拷 的 充 要 条 件 是 раз 
(2) {Х.Е ЕВНА рса; 
(3) {Х.Е 1 一 4。 
例 13.2， 设 584, п-0, 1, 2, ©} 为 一 串 相 互 独 
立 的 随机 变量 〈 分 布 函数 不 必 相 同 ) ， 令 
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Х.= DE n=0, 1,25 则 {Xas п-0,1,22-) 


是 讽 的 充 要 条 件 是 ЕСЬУ-0, (对 一 切 620) 。 

证 。 仿 例 13-1. 因为 

Е(Х,.+:| Хь, Хал-1» 77» Х,) 
=Е(Ё,+:) + Х, (0220) 
所 以 {Х„} 是 鞭 的 充 要 条 件 是 
Е(8,-43--0 (п>0) 

定理 13.1， 设 {Ха п=0,1,2,-- r 是 随机 变量 序列 > 

va=8a(Xos Ха, s Ха-а), [val SK, < 
Yo=Xo 


Y,=2 уук(Хь—Хь-1)+Х, 


k=1 
(1) Æ {Xa} ЖЕТІ, v.220, M 
Е(Уһ-1Х,, Ха-і, "5 Хо)>Үһ (п>0) (15-1) 
(20 ж {Xa} ЖЕ, уп20, ШЇ 
E(Y,+  |X,, Ха-а, s Xo)SYa (m20) (13+2} 
(з) Æ {Xs} EW, m 
Е(У,-1|Х,, Хһ-і, >“, Xo)=Yn (n>0) (13%3) 
证 显然 ЕЦУ,1)<оо, (0220), ЖҮ. 的 定义 及 54 
条 件 期 望 性 质 9 得 | 
Е(У.-|Х,» Ха-і» "> Ха) 
=E(Y,+u + (Хаза-ХА)|Х,, Ха-аі» s Хо) 
= Yn +ECvnti Хазі-Ха)|Ха» Ха-1» s Ха) 
-Ү,--7а .Е(Хаза-Ха|Ха, Ха-а, е» Xo) 
(13-4) 
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C1) 车 {Xn} ЖОМ, >0, (对 一 切 ?>0) ， 则 
(13-4) 右 方 第 二 项 这 0， 故 (13+1) 成 立 。 

(2) Æ {Xa} J: EER, va>0, (XF—U]n20) , MH 
(13-4) 右 方 第 二 项 委 0， 故 (13.2) RE. 

(3) Æ {Xa} 80, ML (13.4) 右 方 第 二 项 为 0，| 
# (13-3) 成 立 。 

定理 13:1 得 证 。 

定义 13*2。 称 定义 在 《a，V5) 上 的 实 值 函数 f(x) дт 
ФЕ, ИЖА {ЕШ x,y € (a,b), 0<7<1, ЕЖ: 

]САх+(1—5)#)<&5]0х)+(1—4)]() A35) 

可 以 证 明 СТЕ ЕЕ ТЕ), ТЕБ Я B E 
了 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 文献 (18) ) 

(1) Ж f(x) 具有 单调 非 降 连续 的 导 函 数 FP O, MH 
То) ж; 

(2) Кәу-іх|?, (1<р<оо) ЖА Ж; 

(3) ПЖ у(х) 是 连续 的 ; 

(4) # f(x) Ж, X, Xis es Xx 1 BS Hl 
Жа, Е(|Х|)<ф, EFX) <, W 

(А) J(E(X))<E(/(X)); 

(В) КЕ(Х|Х1,:-, XSEX) IX, 6, Ху), 
(Ау, (В) 两 不 等 式 ， 在 概率 论 中 被 称 为 岩 生 (Jensen) 
不 等 式 。 

定理 13.2， (ОЖ IQ) Эу, (Х„,л==0,1, 2, 
сер А, ECSC), (п=0,1,2,---), ДІ 

ECf (Xn+1)| Xn, Ха-і, ©, Ха)>)(Х,) (0220) 

000 G3:6) 

(2) ж (9) 为 单调 非 降 的 凸 函 数 ，{Xa， n=0, 1, 
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2, ЭЯ ТИЙ, Е(|}(Х„)|)<оо, (л=0, 1, 2, 7 УШ 
(13+6) 也 成 立 。 
YE (1) 因为 {Х„} 是 就 ， 所 以 
f(X,)=f(E(X,+:|X,, Xn-1s се, X) 
而 f(x) 是 凸 函 数 ， 用 春生 不 等 式 得 
E(f(X,+:)|X,, Ха-і» МА X.) 
Zf(E(X,+:|X,, Ха-і» ©, Хь) =} (Хь) 
(2) 用 众生 不 等 式 ， 并 注意 f(x) 单调 非 降 凸 函数 到 
{Xa} ЖТ 0919 
EC(f(Xn+1)|Xn, Ха-і, се, Хо) 
>КЕС(Х, 1 | Xn, Xn-1, +, Х,)) 
>/(Х.) 
# 1. (1) Ж {Xa п-0, 1, 2, + NPR (或 者 非 
RTR) , Е(|Х4|У)<оффД, (n=0, 1, 2, =), MJ 
Е(|Х»+,|?|Х„, Хһ-і, ++, Xo)>]Xa]? 


(т>>0, 1<р<) (13.7) 
(2) = {Xans n=0, 1, 2, +} AT, 令 
ро % 5.60 
Хі-Х,Уо- {x wx 

W 


Е(Х:,,.|Х,, Хь„-аї, >”, Xo)>X} (n20) 
(13,8) 
证 (1) 车 {Xa} ЖШ, НР f(x)=|xl? ЖЕ, 
(1<р< оо), ЖИН EFE13. 248 4 (13,7) 成 立 。 
Ж {Xs} АЗАТ, HT f(x)=x? 是 定义 在 (0 ,0》 
上 的 非 降 凸 函数 ， 所 以 ， 仍 用 定理 13:2 亦 可 得 (13,7) o 
(注意 现在 |X,|”=X1,) 
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(2) Æ {Xn} AFH, $ 
хош x>0 
f(x)=xt=xVo= 1 当 х0 
则 f(x) Ж (-,өо) КЕНДЕ БЕ ПЁ Ж, ШЕШ 
13'2 可 得 (13:8) 。 
定理 13.3. (ВЕЈНА) 设 {X，,*=0,1,2， 
…} 是 靳 (或 者 非 负 下 坦 ) ， 今 


X*= sup |Хь| (n=0, 1, 2, =) 
O<k<n 
X*=surX*= sup |Хь| 
n> 0 0< к< 


ШІ 
АР(Х# >) EsupE( |541) (对 一 切 1>0) (13+9) 


ш. (P) 先 设 {Х„} 是 非 负 下 款 。 令 

Ау={Х,2>4}, Аұ--(Хо522,-%, Х,-1%2, Хы>4ь 
(221), TW {А„, k=0, 1, 2, ++} ИМЖ. НЕХ, 
ЖТА, ЖЫН 54 条 件 期 望 性 质 6 可 证 ， 
Е(Х,!Х,, Kreis, ++, Х)>Х„ (ш> >®2) (13:10) 
(013.10) 的 证 明 见 习题 13.1) 。 i 
而 А, 完全 由 Xr, Хь-:, е, Xo 所 决定 ， 因 此 ， 由 定理 
4:3 有 

ET E(X,|X,, Хь-а, е» X) 
=Е(Е(ГА, Xn| Ха, Xe-19 +з, Xo)) 


=Е(14„Хь) (т>і>0) (3311) 
由 (13510) „ (13:11) 得 
Е(14,ХЬ) SEC, Xa) (n>k>0) (13-12) 
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БИ АһС1Хь>4) 及 (13-12) 得 


AP(X* >A) «АРС Ù A) 
k=0 
=4D, P(A:) 
k= 0 


= >T E(414,) <> Е(ХЬ1,,) 
k= 0 


ќе 0 


< E(X,1, ,)=E(X,1 т ) 
PPT: ОА, 


k= 0 


<E(X,)=E(|X,! )<csupE(|X, |) (13,13) 
ЖЕ (13-13) 中 令 n 习 oo 得 


AP(X*>4)= 1P( U А,) 
k= 0 


-АУРОУ<зшЕ(Х.1) 


(2) $i 1X.) жй, ШН 13.2 系 工 得 知 
Е(|Ха в | | Ха-і, >”, Х)>|Х,! 
HERJE 13-1 仍 有 
Е(1Х. Хь, Х,-і, >”, Х)>|Х,) (næk>0) 
| (13.14) 
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А„={|Х,|;>3} 
Ак={|Х»|<5, s 1Х,-|<), Xi 外 Ері 
fh (P), PTE 


АР(Х*>А)= А5; P(A.) 


Бе 0 


<sup ЕСІХ, |) 
п> 0 


定理 13-3 得 证 。 
定理 13.4.( 上 穿 不 等 式 ) 设 z，8 为 二 固定 实数 ，a<2， 
X= 二 (Xo，X1，X1，"…) 为 无 穷 维 向 量 ， 每 个 分 量 皆 为 实数 。 
令 
uo(xz)=u (xa, Ха, хо, ) 三 1] ОЧ х) 
Un+ı (х) = на+: (хо, Xis хз, "9 
1 Ф: х„;>Ь 
-fuo # х. Ela, b] (п22=0) (13.15) 
0 # Xn La 
J gion (х) Æ Ке”, ВЕ 


са» b] 1 4 х-(хда Ха) 在 时 刻 x 上 穿 [a,8] 
о (д- {, 反之 
(13-16) 
Кїз x=(xo, хі, х, *") ЖЕ п Еа, b], ЕЖ 
Pan LF Га, 51, 意 即 
“у.о, НФ то>0, {Ë ха-һ<Са, ІШ xs Efa,b] 
(对 一 切 n>k>n 一 m) ”。 
显然 яв5%°%(х)=з0, (HBr). 
再 令 
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U i (0) > zr (х) = У ge GQ) — G3°17) 
k=0 k=1 


为 х= (xs, ха, х2, се) 到 时 刻 关 为 止 上 穿 [а,Ь] 的 总 次 
数 ， 亦 即 为 ro， Ха, 55%, ха EF [a,b] 的 总 次 数 。 则 有 


(b—a) U 1а, ы (x)< ба а)ба (x) -т.(х)) 


(21) 13:18) 
证 。 由 (13-15), (13-16) 得 知 
“gh, (x)=1 
=>хь>%, H И ш]>0, Miyz- <a, їй х; С [а,Ь], 
(К>]]>®—т) 
=>шк+1(х)=1‚, (к) = (х) eue- (х) 0 
=>ик+1(х)—1к^х)=1” 
MIES 
E= r 当 £>0 
0 当 ¿<0 
则 由 Uie» (a) 的 定义 得 


UR (ху У (ик (х) ulr) (13419) 
1838, ао) 的 定义 有 
ик+1ї(х)—иь(х) >0 = x>0 
ив (х) —0,(х)<0 = хь<а 
所 以 
(ф—а)(не+1(х)— urla) (хь а)(ик+,(х)—1,(х)), 
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以 此 不 等 式 代入 (13,19) 即 得 (13.18) o 

定理 13.5. (下 堵 的 上 穿 不 等 式 ) 

Ж {Xa, n=0, 1, 2, ++} XFER, W X= (Xo， 
Xis Ха, с“), ÆX u (X), село (X), 05950) 
如 定理 13.4， 再 令 

сез (X)=limU в, (X) 


= У) g CX) 
k= 0 
是 X 上 穿 [а,Ь] 的 总 次 数 。( 注 意 ,在 定理 12 4rB, z CO. 
ерем (а), Uta, (a) Ш О ЗИНИН, ПЛЯН 13-5 
Ф a (X), ӘЗ (X). Гез (X) 是 随机 变量 。) HH 
有 





кек (х) ОХА D lel (13-20) 


sup E(|X,|)+ [| 


E(U е, (X) ) <*>° (13.21) 





б—а 


Ж. H s (X) МЕУ, РААК Х0, Xirs 
Х.-аа. ІШ, H (X, ЕТЕ РЕ 9 可 得 
Е(иь(Х)(Х„—а)) 
-“Е(Е(.(ХУ(Хь-а)|Хь-і, Х„-›, >”, Хы)) 
-Е(и.ООЕ(Хь-а|Хь-1, Хь-:, >, Х)) 
>Е(и(Х)(Х%-.-а)) (оі) (13.22) 
再 用 定理 13.4 № (13:22) 式 得 
(F— eE ie» (ХУ) 





<> (Xr =a) Сико: X) ur(X))) 


< 人 [Ksar X) (Хь-,—а)и 9) 


k=1 


=Е((Х„—а)иһ+,(Х)—(Х»—а)и.(Х)) (13,23) 
и‹(Х)>0 


“a  (K)=0eX,<a” 


FAE (13,23) 得 
(5-аҘЕ(014,5(Х0)) 
«Е((Х, ~ а)и, +:(Х)) (13°24) 
HER luan (X)|<1, RH (13.24) 8018 (13-20) 由 
(13.20) 立即 可 得 〈13'21) 。 定 理 证 毕 。 
3813.6. (收敛 定理 ) Ха, n=0, 1, 2, “РЭК 
RETH, sup ECI Xa <o 则 存在 随机 变量 X- ， 使 





Е(|Х.|) <sup EC} Xal), H 


lim X, = X. [а.е.] ` (13:25) 


s= 


Л Bp 
P(HmX,=X.)=1 


证 。 设 {Xa} ETH, 令 U 18,51 (X) 的 定义 如 定理 
13.5。 则 由 定理 13"5 有 


43224 





Е(О ta b] (XD 
sup E(|X, | )+ іа! 
< в» 0 Йй 


5--а 





МҮ 
0=P(U t2,» (X)= co) 
> P(liminiX,<a<b<ÜrasupX,) 


TENERAS, M 
ах, 不 存在 } 


Ct{liminf Xe<iimstub Xa} 
© U іпіпі<Са<с5<СітпвирХ, | 
dio 77 š 
H (13.27) ‚ (13-28) 得 


ПЕЕЛЕ ТЕ 变量 X。， 使 
mX, = Х. С2.е.] 


各 -oo 


MHAR (Fatou) 引 理 可 得 
Е(|Х.|)-Е(іт|ХҺ,|) 


<liminfE(|X, D 
«зир E(|X,|) 
п» 0 


定理 证 毕 。 
下 而 我 们 再 介绍 有 关 白 的 帮 个 不 等 式 


(13:26) 


(13:27) 


(13:28) 
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定理 13:7. Е (Колмогоров) 不 等 A. B {Х», 
5-0 1, 2, =) ЖУУ, Xis sup |X,|, Хер 


ЖАЛ! 
(1) ВР(ХХ>«<ЕСХІ) (п>0, 2>0) (13:29) 
(2) АР(Х >) вар ECXI (>0) (13.30) 
n> 0 


EJhÇ13:8. FE% (cob) 不 等 式 。 设 {Xas п=0, 1, 
е} 是 一 个 对 (或 者 非 负 下 堵 ) , Х1= sup |X, 


X*=:up| Xal, | 
n> 0 


(1) ECK [i+ sup E(| Xa] log*|X,1)J 


(er в (0 9) oss 
(2) [в (схе) 
«зр E 01,19) 
其 中 эрі, а>, {2+5=1 (13-32) 
Ger, p+ 


最 后 我 们 再 介绍 一 个 上 团 的 分 解 定理 。 
定理 13.9， 设 1Х., п-0, 1, 2,-"Р Ж Ый, # 
lim E(X»)>- о, 则 存在 随机 过 程 {Y n, n=0, 1, 2, b 


和 {Zas n=l, 1, 2, +), 使 
Xn=Ynt Zn (n=0, 1, 2, =) (13-33) 
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其 中 {Ya} 满足 ЕСҮҺІ)<Ж 
Е(Ү,-4| Ха» Ха-і» °... X00)=Ys (n>0) 
而 {Za} 满足 ECZ) <s 2.20, limE(Z,)=0 及 


E(Zn+il Xas Ха-1» -ta Xo) [Za (nZ 0) 
而 且 满足 上 述 条 件 的 4Y,) 和 {Z。} 是 唯一 ( 零 概率 事件 
忽略 不 计 ) 决定 的 。 


习 题 
13-1. 设 1(Х., п=0, 1, 2, ++} ЖЕ, WE 
Е(Х,.|Х,, Xr-19 +, Хо)2Хь (п>Е>>0) 
13:2. Ж {Xs n=0, 1, 2, ++} ЖЕЙ, RE | 
4-Х,, n=0, 1, 20} ETR, АНУ 13:19 
Е(Х„|Хь, Хь-і, ++, Хаз<Х, (n>k>0) 
因此 Е(Х,) Æ n 的 单调 下 降 函 数 。 
1393, Ш4Х,, п-0, 1, 2, ++} ER, RARI A 
13*1 和 13.2 证 明 
Е(Х,|Х,, Х.-і, ++, Хо)-Х. (n>k>0) 
从 而 
Е(Х„)=С (СЖЖ). 
13.4. PÉ (X,, n=0, 1, 2, y 是 一 个 对 称 的 Ж 


利 随机 徘徊 。X。==0， 令 Xs= sup [Xe], 试 证 对 任何 
42>0, 总 有 


Р(ХІ>0<3- (21) 


135. 设 {Х»„,п=0, 1, 2,-"ЬҺ X) Z ÉE ХШ 
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